Apontamentos de

Calculo Diferencial e Integral 11

JOAO MIGUEL MORGADO PEREIRA VIEIRA (ALUNO DE MEEC)

joaomiguelvieira@tecnico.ulisboa.pt

Atualizado pela ultima vez em 27 de Setembro de 2014

Esta coletanea de apontamentos foi realizada originalmente para alunos de MEEC. Trata-
se de um resumo da matéria aproximadamente da forma como esta é exposta nas aulas, e
serve apenas para complementar o estudo.

Este documento foi processado por INTEX



Versao 2

Esta é a segunda versao destes apontamentos de Célculo Diferencial e Integral
IT. Este é o resultado da primeira revisao cientifica realizada pelo Professor Joao
Pimentel Nunes, a quem ficam, desde ja, os meus profundos agradecimentos.

Apesar de ja ter sido revista, esta versao podera estar ainda sujeita a alguns
erros ou imprecisoes, pelo que é possivel que venham a ser lancadas novas versoes.

Joao Miguel Vieira, 27 de Setembro de 2014



Indice

1 Aula de 19 de fevereiro de 2014
2 Aula de 20 de fevereiro de 2014
3 Aula de 21 de fevereiro de 2014
4 Aula de 24 de fevereiro de 2014
5 Aula de 26 de fevereiro de 2014
6 Aula de 27 de fevereiro de 2014
7 Aula de 28 de fevereiro de 2014
8 Aula de 5 de margo de 2014

9 Aula de 6 de margo de 2014

10 Aula de 7 de margo de 2014

11 Aula de 10 de marco de 2014
12 Aula de 12 de marco de 2014
13 Aula de 13 de marco de 2014
14 Aula de 14 de marco de 2014
15 Aula de 17 de marco de 2014
16 Aula de 19 de marco de 2014
17 Aula de 20 de marco de 2014
18 Aula de 21 de marco de 2014
19 Aula de 24 de marco de 2014
20 Aula de 26 de margo de 2014
21 Aula de 27 de marcgo de 2014

22 Aula de 28 de marcgo de 2014

13

15

18

21

24

28

31

34

36

39

42

45

49

52

55

59

63

66

70

74



23 Aula de 31 de margo de 2014 78

24 Aula de 2 de abril de 2014 82
25 Aula de 3 de abril de 2014 87
26 Aula de 4 de abril de 2014 90
27 Aula de 7 de abril de 2014 94
28 Aula de 9 de abril de 2014 97
29 Aula de 10 de abril de 2014 101
30 Aula de 11 de abril de 2014 106
31 Aula de 14 de abril de 2014 107
32 Aula de 23 de abril de 2014 111
33 Aula de 24 de abril de 2014 115
34 Aula de 28 de abril de 2014 118
35 Aula de 30 de abril de 2014 122
36 Aula de 2 de maio de 2014 127
37 Aula de 5 de maio de 2014 132
38 Aula de 7 de maio de 2014 136
39 Aula de 8 de maio de 2014 140
40 Aula de 9 de maio de 2014 145
41 Aula de 12 de maio de 2014 150
42 Aula de 14 de maio de 2014 154
43 Aula de 15 de maio de 2014 159
44 Aula de 16 de maio de 2014 164
45 Aula de 19 de maio de 2014 169
46 Aula de 20 de maio de 2014 174
47 Aula de 22 de maio de 2014 180
48 Aula de 23 de maio de 2014 184



49 Aula de 26 de maio de 2014 191



1 Aula de 19 de fevereiro de 2014

Topologia em R”

Defini¢ao 1.1. R" = {(z;,---,z,) : z; € R} é um espago vetorial de dimensao
n, com base candnica {e,--- ,e,} come; = (0,---,0, 1 ,0,---,0). [

J

A norma de x € R" é dada por ||z||> =z -2 com ||z|| > 0 e ||z]| = 0 sse x = 0.

Definigao 1.2. Se z, y € R", a distancia entre x e y é dada por ||z — yl|. [

Definicao 1.3. a € R". Define-se bola aberta centrada em a com raio € > 0 por:




B.(a) ={x e R": ||z —al| < &}

Pontos de R™ que distam de a menos do que €.
[ |
Exemplo 1.3.1. n=1, B.(a)=]a—¢,a+¢] |

Exemplo 1.3.2. n = 2: produz um circulo sem fronteira de raio € em torno do
ponto a. [

Definicao 1.4. A C R". Um ponto p € R" diz-se:
e Interior a A: se 3¢ > 0 tal que B.(p) C 4;
e Exterior a A: se 3¢ > 0 tal que B.(p) C R\ 4;
e Fronteiro a A:se Ve >0, B.(p) N A # 0 e B.(p) N (R"\A) # 0.
|

Exemplo 1.4.1. Considere-se o conjunto A = {(z,y) € R* : 22 +y? < 1}.
Graficamente obterfamos um circulo de raio 1 e centro na origem do referencial,
sendo que os pontos da fronteira nao estao contidos no conjunto. Um ponto na
fronteira de A é um ponto s cujas coordenadas respeitam a igualdade z? + y? = 1.
As coordenadas de um ponto exterior respeitam a desigualdade z? + y*> > 1, e,
finalmente, um ponto interior respeita a definicao do conjunto. [

Definigao 1.5. A C R” diz-se:

e Aberto: se todos os seus pontos sao interiores (nao contém nenhum dos seus
pontos fronteiros);

e Fechado: se R"\ A é aberto. (A contém todos os seus pontos fronteiros);

e Compacto: se o conjunto é limitado e fechado.

Definigao 1.6. O fecho de A é A = AU(fronteira de A). [
Exemplo 1.6.1. Seja A definido por:
A={(z,y,2) €ER®*:2,9,2>0, 2 +y+2<1}

Neste caso podemos afirmar que a fronteira de A sao os planos definidos por x = 0,
y=0,z=0ex+y+z=1e A=A |

Exemplo 1.6.2. Seja B definido por:
B={(r,y,2) ER* :m,y,2>0, 0 +y+z<1}

E facil verificar que o conjunto B corresponde ao interior do conjunto A do exemplo
1.6.1. Assim sendo, o conjunto B é um conjunto aberto. [ |



Exemplo 1.6.3. Seja W definido por:
W= {(z,y) eR* 1y >a?, || <1}

Neste caso a regiao indicada é a regiao situada entre os bragos da parabola definida
por y = 22 e as retas verticais de equacoes * = 1 e x = —1. Visto que a regiao
contem parte da sua fronteira (as retas verticais) mas nao contem a totalidade da
fronteira, podemos afirmar que o conjunto nao é aberto, mas, por outro lado, ele
também nao é fechado. Assim sendo o conjunto W nao é aberto nem fechado. M

Sucessoes em R"

Dar uma sucessao, {z;},j € N, de pontos em R é exatamente equivalente a dar
as suas n sucessoes reais das coordenadas.

Exemplo 1.6.4.

1
xj:(;7j273j_2a4)7j€N'

e Sucessao em R*;

e O 5° termo da sucessao é: z° =

Questao: Serd que z/ — a € R"? [ |

Definigao 1.7. A sucessao {27};cy em R" converge para o limite 2 € R™ se V
bola aberta centrada em x, B.(z) com € > 0, Ip € N tal que k > p = 2% € B.(z).

De modo equivalente:

F —2 & Ve>0,IpeN:
k>p=|laf—z|| <e
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: 1 j 1
Exemplo 2.1. Seja 2/ = [ ——, —>—, 4, — + 1 ] sucessao em R*
P ! (ﬂ T3+ )
, 1
Temos que 7/ — (O, 3 4, 1). [

, . 1
Exemplo 2.2. Seja 2/ = ((—1)], 1, —,) sucessao em R?
J

Observa-se que esta sucessao nao converge (diverge), pois a sucessao da sua primeira
coordenada é uma sucessao alternada que para j par assume o valor 1 e para j impar
assume o valor —1. [ ]

, 1
Exemplo 2.3. Seja 2/ = (j, -, 3) sucessao em R3
J

E imediato que a sucessao é divergente, pois a sucessao da primeira coordenada é:
] =j — 400

Conclui-se assim que a sucessao é divergente. [ |

Teorema 2.1. A sucessao {z?}, j € N em R" converge para x € R" sse todas as
suas sucessoes coordenadas convergem para as coordenadas respetivas do limite x:

¥ —rer, — o, k=1--,n

Uma subsucessao {z7}, j € N em R" é limitada sse todas as sucessoes coorde-
nadas sao limitadas.



Exemplo 2.2.1. Seja

¥ = ((—1)3‘, ()" + ?)

sucessao em R3. A sucessdo é limitada mas nao é convergente.

A sucessao das
. o 1 ) ) -
1. Subsucessio 7% = <+1, (=17 —.) promenras o
j ordenadas jd €

convergente.

As sucessoes
da primeira
e da sequnda
coordenadas  jd
) sao  convergen-
tes, pelo que a
subsubsucessao é
convergente.

Y

. 1
2. Subsubsucessao 2% = (—i—l, +1+ 2—) — (1,1
J




Continuidade

Definicao 2.1.
f:DCR"—R"™
f diz-se continua em a € D se ¥V > 0, 3 > 0:
z € B.a) ND = f(z) € Bs(f(a))

S~—~— SN——
|lz—all<e [1f()—f(a)l|<d

f:DCR" —R™
f:(fla"'afm)
fi:DCR" —R

11



Teorema 2.6. [ é continua em a sse todas as suas fungoes coordenadas sao

continuas em a.

Demonstracao. E facil verificar que se f,g : R — R™ sao continuas entao

f+a, f-9 |lfll,--- sdo continuas. O
Exemplo 2.6.1.
fla,y) = (cos’(wy) +y°, —y" +2%)
O dominio de f é R% e f é continua.
|
Exemplo 2.6.2.
h é continua no seu dominio, {(z,y € R? : y # 2% x # 1)}.
[
Nota 2.1. Se f = (f1,---, fm), 0 dominio de f é a interse¢do dos dominios dos
fisf=1-- m. |

12
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Limites de valores de funcoes

Dada uma funcao continua f : D C R” — R™ e dado um ponto a € R"
fronteiro a D, com a ¢ D, queremos saber se faz sentido prolongar o dominio de f
a DU {a} de forma a que essa extensao de f seja continua.

Para que isso aconteca ¢ necesséario que ao longo de qualquer sucessao em D que
convirja para a, os valores de f convirjam para o mesmo limite.

Basta trabalharmos com uma fungao coordenada de cada vez e tomar f : D C
R"™ — R, continua.

Definicao 3.1. Seja a fronteiro a D. Escrevemos
lim f(z) =0
T—ra

se Vo > 0,3 > 0:x € B.(a) = f(x) € Bs(b)
)

V sucessao {z’}, j € Nem D com 2/ — a tem-se f(z7) — b.

Se lim f(x) = b, podemos prolongar f por continuidade a DU{a} definindo f(a) =

Tr—ra
b.
Note-se que se a € D, entao lim f(x) existe sse f é continua em a e nesse caso
r—ra
lim f(z) = f(a). |
Tr—ra

Exemplo 3.1.1.

22 —
r,Y) = —/—

e =rmp
D =R*\{(0,0)}

f écontinuaem D, 3 lim  f(z,y)?
(z,y)—(0,0)

f(z,0)= || — 0 =se 3 lim f(z,y) entdo esse limite é 0.

quando x—0

22 — g2 22 4 g
0<|f(z,y) =0l =f(z9)] = | 75| £ 7= = V& +¥° — 0
2 2 2 2 A
Ty Ty quando (z,y)—(0,0)
4
lim x, =0
g0 o [ (@0
I
lim z,y) =0
(z,y)—(0,0) fz:9)

13



ou seja, podemos prolongar f por continuidade a todo o R?, definindo f(0,0) = 0.

2 _ .2
Exemplo 3.1. f(z,y) = % D =TR*\{(0,0)}, f é continua em D.
e +y
fOy)=-1f(z,0)=1=A lim f(z,y)
(2,y—(0,0))

Se 3 lim f(x) e se 3 lim g(z) entdo 3 lim (f + g)(x), 3 lim |f(x)|.
T—ra T—ra T—a T—a

Sejam f : D C R® — R™eg: E C R®™ — R* com f(D) C E. Se
lim f(z) =bese lim g(y) = ¢, entdo lim go f(z) # c.
T—>a y—b T—>a

22— o2
Exemplo 3.2. Vimos que lim

(2,y)—(0,0) /22 + 12
2 _ 2
lim  cos (u> =cos(0) =1

(z,y)—(0,0)

= 0, entao:

, porque cos é continuo. [ |

Limites direcionais

Podemos testar a existéncia de lim f(z) estudando f ao longo de semi retas
Tr—ra

com origem em a.
Chama-se limite direcional de f em a segundo v a:

lim f(a+ tv), caso exista.
t—0t

Se existirem dois limites direcionais de f em a com valores diferentes entao

7 lim f(z). De modo equivalente, se 3 lim f(x) entdo todos os limites direcionais
Tr—ra Tr—ra

de f em a sao iguais.

Exemplo 3.3. f(z,y) = %,D =R*\{(0,0)}, f continua em D.
T Y
Considere-se a semi-reta
Yy =mzx
. . ma? m
xlino f(ZL‘, mx) B xlin0 m N 1+ m?

——

Depende de m

|3
7 lim  f(z,y)

(z,y)—(0,0)

Se todos os limites direcionais de f em a forem iguais, isso garante que 3 lim f(z)?
Tr—ra

Resposta: Nao!

14
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3 lim f(x) v Todos os limites direcionais de f em a sao iguais.
Tr—ra
Exemplo 4.1.  f(z,y) i D = R™\{(0,0)}
X 1. r,Y) = ——— =
p ) y x4 + y2 Y
. : ma3 , ma
iy fema) = i = 0 e =

lim_f(0,y) =0
y—0

No entanto, isso nao prova que J limo f(a). Como podemos verificar os limites
_ T—>

direcionais de f em a sao 0.

limo f(0,y) =0 = Todos os limites direcionais de f em (0, 0) sao 0.
Yy—>

Considere-se agora a pardbola de equacao y = z2.

[E4

1
lim f(r,2%) = lim ——— ==~ #0=7 lim f(z,y)
2 (z,y)—0

z—0 r—0 x4 4+ x4

Coordenadas polares

Considere-se: R a distancia de um dado ponto de coordenadas A(z,y) a origem
e 6 o angulo definido pela reta OA e pelo eixo dos zzx.

e R e [0,+00[ (mais a frente, veremos que R €]0,+00,0 €]0,2x[ € mais cor-
reto);

e 0 c|0,2n];

o R= /22412

z = Rcos@
y = Rsin6

0 pode ter um comportamento qualquer

(z,y) — (0,0) & R —0 em funcao de R, a medida que R — 0.

15



Exemplo 4.2.

2 + 32y — 3
= D =R?\{(0,0
flry) = TRV o w(0,0)
R3cos® 0 + 3R3 cos? fsinf — R3sin® 0
0<I|f(z,y)| = 7 =

= R|cos’ 0+ 3cos’fsinf —sin®* 0] < 5R — 0
N ) —~—

<5 sejavqual for o R0

comportamento de 6
quando R — 0

outro modo:

2] < Va2 4y Jyl < Va4 y?

|z|, |y| sdo menores do que ou iguais a
distancia de (x,y) a origem.

0 < |f(z,y)l=
|t 4 3%y — P < |z + 32%|y| + |y|? <
$2+y2 — x2+y2 —
3
5 (\/:1:'2 + y2)
e +y
(z,y)—0
)
lim z,y) =20
(w,y)—>(070)f( y)
ou ainda:
2 ® + 32%|y| + |y|?
0< /(@) =
B N O o v B
$2+y2 $2+y2 — 1'2 y2
=lel 3+l = 0 = lm flz,y)=0
z,y—0

16



Exemplo 4.3. f(x,y) =zlog(xy),D :zy >0

3 lim . flz,y)?

a:,y—>
Todos os limites direcionais e em curvas da forma y = 22, y = 23,--- ,y = ¥,
dao zero. )
Tomemos a curva y = e =2
lim f(x,e_x%) = lim zlog (xe_f?) =
z—0 z—0
1
= lim zlogx + lim mloge*z% = 0+ lim (__> =
z—0 z—0 z—0 X
=00 = 7 lim f(z,y
(z,y)—(0,0) (@9)

de outro modo:

|f(z,y)| = |zlog (zy)| = |Rcosflog (R? cos §sin )| = R | cos 0] |2log R+log cos 0 sin 6|
——
<1
RlogR — 0
~—
R—0

, mas, Rlog (cosf@sinf) ndo tem limite quando R — 0. Por exemplo:

Podemos tomar curvas com 6(R) — 0, log (cos 6 sin #) — oo tao rapido quanto

R—0
queiramos.

lim z,
(z,y)—(0,0) fz.y)

17
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Teorema 5.1 (Weierstrass). f: D C R" — R continua, com D compacto, tem
maximo e minimo em D.

Recordemos que um conjunto é compacto quando é limitado e fechado

Demonstragdo.  {z’} sucessdo em D tem uma subsucessiao ¥/ — x € D, porque
D é compacto. Como f é continua f(2?) — f(z) < co = f é limitada.

Assim sendo, o conjunto dos valores de f tem infimo e supremo.

Pelo mesmo raciocinio, o infimo e o supremo sao mesmo atingidos em pontos de D
pelo que f tem minimo e maximo. O

Exemplo 5.1.1. Na superficie terrestre
S?={(z,y,2) eR*: 2® +y* +2* =1}

d ponto com temperatura maxima e um ponto com temperatura minima porque
S? é compacto (assumindo que a temperatura é uma funcao continua). [ |

Teorema 5.2 (Valor intermédio). Em CDI-I: f: [ C R — R, [ um intervalo
e f continua.
Se f toma os valores «, § com a < (8 entao toma todos os valores intermédios entre

ae . [ |

Exemplo 5.2.1. f:[-2,-1]U[1,2] — R

e f é continua;
e por exemplo f nao toma o valor 0.

Este exemplo mostra como a condicao de [ ser um intervalo é importante no
teorema refvalintermedio. [ |

18



Exemplo 5.2.2. f:D,UD, CR? — R

[ 41, (x,y) € Dy
f(xay)_{_l , (I,y)GDQ

e f é continua;

o | Q

\

e f nao toma, por exemplo, o valor 0.

Definicao 5.1. A, B C R" dizem-se separados se 3 abertos U,V C R"™ com
ACcU BcCcVeUNnV=40.

(¢ ANB=BNnA=0)

Definicao 5.2. W C R” diz-se conexo se nao for a uniao de dois conjuntos
separados (nao vazios). |

Exemplo 5.2.1. D = {(z,y) € R?: 2% +y* < 1} é conexo. |

Exemplo 5.2.2. W ={(z,y) e R? : 22 +3? <1} U{(z,y) e R*: y =0,z > 1}
nao é conexo. |

Facto 5.1. Os subconjuntos de R conexos sao os intervalos e os conjuntos cons-
tituidos por um tnico ponto. [ |

Teorema 5.3. f: D CR" — R, f continua, D conexo. Entao f(D) é conexo.
|

19



20
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Diferenciabilidade em R"

Uma deriwada é uma deriwada, € uma derivada.

A fungao linear g : R — R com ¢g(x) = f(a) + f'(a)(z — a) é a melhor apro-
ximacao linear a f na vizinhancga de a.

Se, agora, D C R™ é aberto e f: D C R® — R™, a melhor aproximacao linear
a f perto de € D sera uma funcao linear.

g:R" — R™
da forma
g9(zx) = f(a) + Df(a)(z — a)

onde Df(a) : R® — R™ é uma transformacao linear e D f(a)(x — a) denota a
imagem do vetor (x —a) € R"” por Df(a). Em particular, nas bases canénicas de

R™ e R™ D f(a) serd representada por uma matriz m x n com:

Df(a)u - Df(a)n (x—a)
Df(a)(x —a) e R™ = : : : :
Df(a)mi -+ Df(a)mn (x —a),

21



Definicao 6.1. D C R"™ aberto, f : D C R* — R™, a € D. f diz-se dife-
rencidvel em a se 3 transformagao linear D f(a) : R® — R™ tal que:

i @) = fla) = Df(@hl| _

h—a [|A]

Exemplo 6.1.1. f(z,y,2)= (v +y+2,2y+2z —x+32), [ R —R> f¢é
linear:
x

1 11
flw,y,2)=| 0 21 Yy
-1 0 3 z

Logo a melhor aproximacao a f é ela prépria:

1 1 1
Df(x.y,2)=| 0 2 1
0 3

-1




Outra ideia: dada f : R™ — R™ podemos produzir uma funcao de uma variavel
t € R restringindo f a uma reta.

s=a-+tv,teR

fla+tv)?
=0

d
E obtendo f(a+ tv), o que significa pr

Definicao 6.2. D C R" aberto, f: D CR" — R, a€ D,veR"

A derivada de f segundo o vetor v no ponto a define-se por:

of \ _ _ o flattv) — fla)
500 = | flattn = i K
(caso ezista). |
0 0 0fm
Nota 6.1. Se f=(f1, -+, fm) entao a—i(a) = <8—J;1(a),~~ ,%(a)). |

Exemplo 6.1. f(z,y) = (2> + ¢} 2y +2), [ R? —R? , a=(0,0),v=(2,3)

af d
t=0
—1 f(2t,3t) = 4 (4% + 273 6t° + 2t) =
d ’ dt ’
t=0 t=0
= (8t + 3 x 27t%, 12t + 2) = (0,2)
t=0
of
—(0,0) = (0,2
Lo.0=072
[ |
As derivadas de f segundo os vetores eq,--- ,e, da base candnica chamam-se
derivadas parciais de f e escrevem-se:
af of .
2 (a) = =L —1..-.
5@ =g (@ =L

23
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of

Nota 7.1.
ota 7 20w

(a) = )\%(a), A € R\{0} n

Exemplo 7.1.  f(z,y) = (e* +siny,z + cosy), [ : R — R?

of d ¢ ¢
'l = — t+1) = 1 = (1,1
To0=2 @rorrn=(inl =0
t=0 t=0
of d
—(0,0) = — 0,0)+t(0,1)) =
50,0 = 2 F(0.0)+40.1)
t=0
:% f(0,t) = % (14 sint,0+ cost) =
t=0 t=0
= (cost, —sint) = (1,0)
t=0
|
Quando calculamos ——(a), a tinica coordenada que nao est4 fixa é a coordenada

Lj

0
x;j que é a;+t. Logo, para calcularmos 8—f(a) podemos aplicar as regras de derivacao
1‘ .

J
usuals €I I;, COmo s€ as outras coordenadas fossem constantes.

Exemplo 7.2. f(z,y) = 2%y + &Y

%(1,2) = (2zy + 0) =4

(1,2)

of

=14+¢2
oy +e

(1,2)

(1,2) = (2* +¢¥)

Exemplo 7.3.  f(x,y, z) = sin® (zy2)

%(m, Y, z) = 2yzsin (xyz) cos (zy=z)

g—f(x, Y, z) = 2zzsin (xyz) cos (xyz)
Y

24



g(m, y,z) = 2zysin (xyz) cos (xyz)

0z

Logo, nas bases canénicas de R™ e R™, a coluna j de D f(a) seré:

Df(a)e, = S—Zj(a) =0y - (%(a),... aaﬁu) s = (frae s fu)

_8:16]- &vj

[ Ofi ofi df1 i
8—361(0) 8—:52(‘1) a—%(a)
dfs Jf2
a—xl(a) G_xQ(a)

Df(a) =
Ofm Ofm Ofm
a_:cl(“) 8—352(a) mn(a)

Esta matriz (m x n), matriz que representa D f(a), denomina-se Jacobiana.

25



Como  veremos
Exemplo 7.4. f(z,y) = (23y,e™, x), [ : R*? — R3 mais a frente f
¢ diferencidvel

3z%y a3
Df(z,y) | ye™ xe™
1 0
|
Nota 7.2. Se Df(a) existe e v = (v!,--- | v") entao:
0
%) = Dila) =
vl n
= [Df(a)] | : = Df(a) <Z vﬂ‘ej> =
" J=1
LI "9
=Y vDfa)e = Yol
j=1 = 9t
|
Como wveremos mais
Exemplo 7.5. f(z,y) = 2% cosy a frente f € dife-
rencidvel
g =2xcosy ; 8_f = —2%siny
Ox Ty
v=(3,4)
0 0 0
a—ij(x,y) = Sa—i(x,y) + 4a—§(x,y) = 6z cosy — 4x’siny
|
Sera que a existéncia de todas as derivadas parciais de f em a, a—(a), Jj =
L
1,---,n, garante que D f(a) existe?
Nao!
Ty
5 o9 ) 07 0
Exemplo 7.6. f(z,y) =< 2%+ y? (z,9) 7 (0,0) [
0 , (z,y) =(0,0)



vimos que 7 lim %, logo f nem sequer é continua em (0,0) = ZDf(0,0).
(z.y)—(0,0) 7 + Y

0 9.0y = 2 _d _
of o d o d B
ay (070) - E tzof((oao) + t<07 1)) - % tzof(()ut) =0

Atencao: Aquela que seria a matriz derivada (Jacobiana) ndo tem um signifi-
cado especial porque 7 derivada.
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8 Aula de 5 de marco de 2014

Teorema 8.1. f: D CR" — R™, D aberto.
Se todas as derivadas parciais de f existem e sao continuas em D (ou seja,

se f é de classe C' em D) entao f é diferenciavel em D. [ |
Exemplo 8.1.1.  f(z,y,2) = (zvyz, 2%y + cos z) f: R — R?
of )
%(ZE, Y, Z) - (yZ, 2[L'y)
9 As derivadas parciais sao continuas em

3 o :2) = (22, 2?) ¢ R3, logo f é de classe C1, logo f ¢ dife-
o7 4 rencidavel em R3
—(z,y,2) = (zy, —sin z)
0z

/

yz rz Ty
Df(x7yaz):|:2xy 1'2 —sinz]

Tomemos por exemplo v = (1,4,3), a = (1, 2, g)

of B ”g 2 [ 37+6
oot =Diap= | 3 -7

Se f: D CR" — R é um campo escalar diferenciavel entao:

Df(I)Z{g—i(x) aaqi(x)}’xED

O campo vetorial associado V f: D C R* — R" chama-se gradiente de f,

nabla

Vi) = (S )

Exemplo 8.1.  f(x,y,z) = e™*

Df(z,y,z) = [ yze"*  xze™*  xye™V? }

f é de classe C!, logo ¢ diferencigvel
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Vf(x,y,z) = (yze™* xze™* xye™?)

1
Tomemos por exemplo v = (5, 3, 7)

0
_f(x,y,z) = [ yzemyz TrzetY? :Uyemyz } _

ov ],

D)
1
=Vf(z,y,z) (5, 3, 7) = (% + 3zz + 7:L'y> e"v?

Se f: D CR" — R é um campo escalar diferenciavel, v € R", a € D, entao:

of

(@) = Dfa)=

=[ Dft) J|v| = Viaw=

=25, (@vi = [[Vf(a)ll-[[v]| - cost
— OT;
j=1
: Of ( \ oo :
Fixada ||v]||, por exemplo com ||v|| = 1, a—(a) é méxima quando 6 = 0, ou seja
v

V f(a) dé-nos a dire¢ao (e sentido) de crescimento maximo de f em a.

Por outro lado, se v LV f(a) entao g—f(a) =0
v

Exemplo 8.2. f(z,y) = 2* + >

Vi(r,y) = (2z,2y) = 2(z,y)

(. S

E radial

Em qualquer ponto (z,y) a dimensao de crescimento maximo é radial. [ |

Nota 8.1. f:DCR* —R™ f=(f1,-,fm)

r 0f df1 T
8_x1(a) e, (a) VY fi(a)-
—V fy(a)—
Df(a) = _ f;( )
afm afm —me(a)—
I e Ol
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Nota 8.2. f,g: R" — R™, diferenciaveis, entao f + g ¢é diferenciavel e

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a)

Nota 8.3. f,g:R" — R campos escalares diferenciaveis, entao:

V(fg) = fVg+gVf

Derivada da funcao composta
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9 Aula de 6 de marco de 2014

Exemplo 9.1. f(z,y) = (z +y,x —y,2z), g(a,b, c) = abe®
fRE—R}g:R*—R gof:R2—R
go f(z.y) = g(f(2,y)) = gz +y,2 —y,22) = (2* — y*)e*

D(go f)(z,y) = | 22 + 2(2? — y?)e** —2ye2x |

Usando a derivada da composta,

1 1
Df(z,y)=1|1 —1 |,Dg(a,b,c)= [ be¢ ae’ abec}
2 0
D(go f)(z,y) = Dy Df(z,y) =

(a,b,c):f(z,y):(x+y,x—y,2x)

1
= [(x—b)el”” (x +y)e* (a:z—y2)62x} 1 -1 =

0

= [ 2ze™ + 20(a® + y?)e* —2ye* |

Exemplo 9.2. f(z,y) = (zy, 2%, y?), g(a,b,c) = (sinb, ac)

f:R?—R? g:R*—R? gof:R* — R?

y
Df(z,y)=1| 2z 0 , Dg(a,b,c)= [ 0 cosb 0 }
c 0 a
0 2y
D(go f) = Dg(f(x,y)Df(z,y) =
0 cosz? 0 y
(@.b,o)=f(z.y)=(zy,22 y?) 0 2y

[2wcosx2 0 } B [23:(3081’2 0 }

y° xy? + 0 + 229> y° 3xy?

As entradas desta matriz sao obtidas da seguinte forma (Tomemos o exemplo da
entrada 1,1):
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2z cosz? = Oy + cos 2 x 22+ 0 x 0

0

=a =b =c

=~ ~~ P
2xcosm2:%% 991 0f> | 9g1 Ofs
da Ox ob Oz Oc Oz

a = fl(‘ray)
go f(z,y) = g(f(z,y)) ~ (a,b,c) = f(z,y) ~ ¢ b= faz,y)

c= f3($’y)
a
Tz — b — g
c

Em geral, para f = R* — R™, g : R™ — R* go f: R* — RF¥

) 1 0 1 1r 0 1 0 1 7
(@) @) | [ ) g w)
(go f)=
o) o) O fm Ofm
SE(F@) @) || ) e GE@)
{ y = f(z)
reR" yeR™
go f(x) =g(f(2))
Regra da cadeia
yi(z)
d(go fli — | 9g: o
R linha i de Dg x coluna j de Df = lzl 8@; (f(x o,

y=f(r) <=y = filz)

1
Y2

. gi
Ym
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onda que se move para a di-
Exemplo 9.3 ¢(z,t) = f(v = ct) reita gom velocidage c

[ R—R, f(u)

u:R?—R

u(z,t) =z —ct

v (2,t) = flu(z, 1) = fx—ct)
r—u—f

Op _ df Ou _

8x_@ax—f’(x—ct)xlzf’(x—ct)

0? 0 0 0 ’ df,a " "
a—;;:%(a—i) =3 [f(x—ct)] zaézf (x—ct) x 1= f"(x —ct)

dp  df Ou ,
EZEE:—Cf(LC—Ct)
o _0[00] 0, _ dfou
2
P D%p
2———:
oz o 0
1

Equacao das ondas
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10 Aula de 7 de marco de 2014

u v

—~—
Exemplo 10.1. ¢(z,9) = f(z + y, 2% — v*)

8g0 of ou Ofov  Of

0
=——(r+y,zx y)+2x8—£(x+y,x2—y2)

9r  oudr  ovor  ou
dp _0fou 9fdv _df

af

%— @=2x
ox or

ou ov 9
ik T

BCRE! . ol or
= lau(x+y,$)]+a [Qzav(x—i-y,w

u u v

1o (of o of o1
_Lagﬁmﬁ&(m>m]28+2b(m>w+m(

2 2 2 2
af+2 oJ +28—f+2 o°J +4:c26f

T ou? ovdu " ow Oudv o2

Para fungoes u, v diferenciaveis,

(u(z,y), v(z,y))
br _0cou  0xov
or  Oudxr Ovox
Ox _0xdu 0o
oy  Oudy Ovdy
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f:DCR" — R, D aberto, f diferencidvel. Consideremos o segmento de reta
v :[0,1] — R™ onde ¥(t) = a + t(b — a), v(0) = a, y(1) = b.

Vamos tomar a restrigdo de f ao segmento de reta, ¢ : [0,1] — R, ¢(t) =
fon) = fla+tb—a))

Como f, v sao diferenciaveis, f o~y = ¢ também é:

Y1(t)
(v(¥)) : = V() (t)
’Yn(t)

D)D) = | X0y

~ | Oy

do _
dt

af

0T,

/

,onde v/ (t) = (4(t), -+, (1)) é o vetor velocidade.

Y(t)=b—a

Temos

¢(0) = fla) ; ¢(1) = f(b)
Pelo Teorema de Lagrange 3t € [0, 1] :

¢(1) = 6(0) = ¢'(to) — (1 = 0) & f(b) = f(a) = Vf(7(t0))(b — a)

Teorema 10.1 (Lagrange). f : D C R®™ — R campo escalar diferencidvel;
a, b € D tal que o segmento de reta que os une esta contido em D, dc e segmento
de reta tal que:

f() = fla) = V[(c)- (b—a)
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11 Aula de 10 de marco de 2014

Gradientes e conjuntos de nivel

Definigao 11.1.  Um caminho é uma funcdo continua v : I C R — R", v(¢t) =
(1 (®)s s m(t))- u

Exemplo 11.1.1.
~(0) = (cos@,sinb), 0 € [0, 27|
———
((0),y(0))
A equacao x(0)?+y(0)* = 1 representa um conjunto de pontos a uma distancia de
uma unidade da origem em funcao de 6, ou seja, uma circunferéncia que é percorrida
no sentido anti-horario. [

Exemplo 11.1.2.  ~(t) = (cost,sint, t), t € [0, 4]

Definicao 11.2. f: D C R — R campo escalar. Um conjunto de nivel de f é
um conjunto da forma:

Sif)={zreD: f(z) =}

Dar um caminho 7(t) é o mesmo que dar uma posigao em R" em fungao do
tempo t. Se « for diferencidvel, v/(t) seréd o vetor velocidade no instante ¢ e no ponto
~(t). 7/ (t) é tangente a ~(t). |

Exemplo 11.2.1.  f(x,y) = 2® + 3y*>. Os conjuntos de nivel de f, S.(f) com
¢ >0, sao elipses. S.(f)=0,c<0 |
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f:D CR" — R campo escalar diferenciavel.

Sc(t)

R™n

SC:{(IL',?/) GD:f(x,y) :C}

Se(f) € D conjunto de nivel de f, p € S.(t);

e Seja y(t) um caminho contido em S.(f), com v(0) = p;

Tomemos f(y(t)) = fo~(t). Entao fo~v(t) = ¢, Vi;

df o~
o
dt

= 0=Df(7(0))D~(0) = Vf(p)7'(0) = 0;

t=0

e 7/(0) é tangente a S.(f) em p porque (t) estd contida em S.(f);

e O argumento é vélido para todos os vetores 7/(0) tangentes a S.(f) em p
= Vf(p) é L aS.(f)em p.

Nota 11.1. 88,{0) (f) = Vf(p)y'(0) = 0 porque f ndo varia ao longo de S.(f).
g
|
Exemplo 11.1.  f(z,y) = (2% + 3?).
Conjunto de nivel:
e ¢ > 0: S.(f) = circunferéncia de raio 1/c;
o ¢c=0: S(f) ={(0,0)};
o c<0: S.(f)=0.
Vi(z,y) = (22,2y) = 2(x,y)
——
2X raio
Vf L conjunto de nivel «~ 0s raios sao L circunferéncias. [ |
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2

y2

Exemplo 11.2. Determine a reta normal a elipse de equagao 3 + T 1, no
ponto (2, 3).
22y
Seja f(x,y) = — + ==. Entao F = 51(t).
8 18
T y) 11
_ (4 . 2 Y
Viey=(35) + V23 (2, 3)

11
A reta normal a E em (2,3) é:(2,3) + ¢ ( ), teR.

23
11
A reta tangente a E em (2,3) é (2,3) +¢ (—3, 5), teR.

Exemplo 11.3.  f(z,y,2) = 2* + 3> — 22
So(f) ={(z,y,2) eR?: 2?2 +y% — 22 = ¢}

Coordenadas cilindricas em R3

x = pcosb
p=\r2+1y2>0 y = psinf
z2=z

Pyt =ce—pt—2=c

Y

i

pPP=c+2%¢c>0

Y

yuuyy

38
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12 Aula de 12 de marco de 2014

Exemplo 12.1.  Seja H o hiperboldide 22 4+y*> — 22 =1e P = (v/2,4/2,V3) € H.
Determine a reta normal e o plano tangente a H em P.
Tem-se:

<
A 4

flo,y,2) =2* +y* — 22

p2_22:1 HZSl(f)
p= /a2 + y2 Vf<l',y, Z) - (2377 23/7 _22)

Vf(P) = (2\/57 2\/_7 _2\/§)

A reta normal a H em P é:

(V2,V2,v/3) + t(2v2,2V2, —2V/3), t e R & p + tV £ (p)

O plano tangente a H em P é:

(a—V2,b—v2,c—V3)(2V2,2v2,-2V3) = 0

((a,b,c)—p)-Vf(P):O

Exemplo 12.2. V(x,y,z) = G%, G, M, m, constantes.

Potencial gravitico de Newton R = /2?4 y%+ 22| — raio

V:R3\{(0,0,0)} — R
Os conjuntos de nivel de V' chamam-se superficies equipotenciais, e sao superficies
esféricas.
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GMm GMm (R
VV(LC,y,Z) T RS (I,y,Z) T R2 (E)

(B’v v 311)

Oz’ 0y’ 0z

(—1)x forca gravitica

Definigao 12.1 (Derivada de ordem superior). f: D C R* — R™, D aberto,

e tal que as derivadas parciais —— : D C R" — R também sao diferenciaveis.
x .
J
Podemos tomar:

0 f o (of
= — | :DCR" R™
2 3 2
se as Dz, também sao diferenciaveis temos . B:L‘J: oz, = aik ( ai aij>, etc.

até derivadas de ordem N.

_ o
8.1'1‘1 tee 8:62-]\,
|
Exemplo 12.0.1.  f(z,y,2) = 2%ye*
*f 0 (of O 9o -
900y~ on (8_y) = %(x e*) = 2xe
" f o (0*f .
= — = 2xe
0z0x0y 0z \ 0xdy
Of O 0 (01N, .
0x20y  0x0xdy  Ox \0xdy )
[

Definicao 12.2. f : D C R* — R™ diz-se de classe C*, k > 1, se todas
as suas derivadas parciais de ordem k existem e sdo continuas em D. (escreve-se
fecHD))

Se f € C¥(D),Vk > 1, f diz-se de classe C*°, ou seja f' € C=°(D). |
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Exemplo 12.2.1.  f(z,y) = xsin (zy)

82f a 2 2 .
900y = %(x cos (xy)) = 2z cos (xy) — yx* sin (zy)
O f 0, .
s = (i) +aycos () =

= wcos(xy) + z cos (vy) — ya® sin (zy) = 22 cos (zy) — ya? sin (zy)

2f 9%

0xdy - Oyox

Se f € C¥(D) com k > 2, por aplicacio sucessiva do Teorema de Schwarz
obtemos:

okf ok f ok f

8:@1 s 8.’11% 8171‘23:171'18-'111‘3 s (9:13% 8:13%(91}“ 81},‘2 cee (9:17ik_1

Exemplo 12.1.1. f € C*(R3)

orf oty O'f
0x20y0z  0xdydz0r  Oydz0z2

= etc

Foérmula de Taylor para campos escalares em R"
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13 Aula de 13 de marco de 2014

D C R* aberto, f: DCR* — R, fe C®(D),ae D,z e D, x=a+h

v:[0,1] — R"
v(t) — a+th

{ 7(0) =a

vy(1)=a+h=x

v (t) = h vetor velocidade.

Vamos tomar ¢ : [0,1] — R com ¢(t) = fo~(t) = f(a+ th)

feC=(D),yeC®(0,1]) = p € C>=(]0,1])

¢(0) = fla) , o(1) = fla+h)=f(z)

j= J=1

No caso geral:

dv - N th
a’é — E mhh by
deN = 0wy - Oy
in=

Obtemos:
B1) = B(0)+¢(0) X 1+ 3¢"(0) X 1 4+ + Ry(1)

N 40) ,
=D ‘ jl(O) 7+ Ry(1)
- !

S d)(j)FO) + Ry(1)




n N
fla+h) = (@) +V f(a)h+ g’fg)hm o P &Uafax bt

Ry (1)

Exemplo 13.1.1.  f(x,y) = @)

~
22 28

— —1
Z tat gt

=0 J

- x+y 1 1
=> Lt () + 5o +0)° + g5 (e +9)° +-
7=0 |

= (0,0), os termos de ordem < N desta expansao dao o polinémio de Taylor
de ordem N de f em torno de a = (0,0).

a=(0,0); a-+h =h = (hi,hy) = (=, y),{Z;;;
“w”:(zlrw2):(z7y)
8i+Jf

57901 0:0) = 1(0.0) =1, Vi, j

e Ordem 0: f(0,0) = 1;
e Ordem 1: Vf(0,0)-h=(1,1)(x,y) = (z,y);
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2
1 9%£(0,0) 1
Ordem 2: - — " hh; = —[ 122 1 1 12 ] =
* Ordem 2: 7 D, il 2[.9'3~|— ry + lzy + 1ly° |

bj=1 i=j=1 j=2j=1  i=lj=2 i=j=2

1 1
= §[$2 + 22y + y°] = §($+y)2
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Extremos

f:DCR"—R, feCYD), D aberto.
Suponhamos que f tem um extremo local (por exemplo um méximo local) em
a€D.

Seja () um caminho contido em D com 7(0) = a. v de classe C'.
Entao a fungao f o y(t) tem um maximo local em ¢ = 0. (f o v(¢) de classe C*)

d
gl fer®)=0=Vi((0)-~(0)
t=0
O argumento ¢ valido para qualquer caminho 7(t) seja qual for 4'(0) = V f(a) -
7 (0) =0, V9 (0) e R" = V f(a) = 0.

Definigao 14.1. f: D C R" — R, f € CYD). Se Vf(a) = 0, a diz-se
um ponto critico ou ponto de estacionaridade. Nesse caso a pode ser um extremo
local (méximo ou minimo) ou ponto em sela. |

Como obtivemos acima,

Teorema 14.1. f: D CR" — R, f € C*(D), D aberto. Se a € D é extremo
local de f entao V f(a) = 0. [ |

Exemplo 14.1.1.  f(z,y) = 2* — 32, f € C°(R?)
Vf(x,y) = (2337 _2y) = (070) = (l',y) = (an)

(0,0) é o tnico ponto critico de f.
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(0,0) diz-se um ponto em sela.

Exemplo 14.1.2.

A x=Y
f<0 4(-“— =0
>0 : 0 >
f<0 u(-u— f=0
x=-y

flay) =2* + 9% f € C=(R?)

(0,0) ndo ¢é um
maximo local nem um
minimo local

Vf(x,y) = (2z,2y) = (0,0) = (z,y) = (0,0) tnico ponto critico.

f(z,y) > 0= f(0,0); (0,0) é minimo absoluto.
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Exemplo 14.1.3.  f(z,y) =1— 2% —y?; f € C°(R?)

Vi(r,y) = 2x(y —1),2y(x — 1)) = (0,0) = (z,y) = 1 > f(z,y) ~ (0,0) é
méaximo absoluto.

Exemplo 14.1.4. f(x,y) = (2 — 1)(y* — 1); f € C=(R?)

Vf(z,y) = (2x(y> = 1),2y(a® — 1)) = (0,0)

i
2t -y =o{ # 24,
y= s {z=0Vy==+1}A{y=0vz ==l
2y(x? —1) =0 y=0
r ==+l

5 pontos criticos: (0,0), (1,1),(—1,-1),(1,-1),(—1,1)

x=-1 A x=1
>0 f<0 f<0 >0
F=( oo et o y=1
f<0 - f=0 =0 . f<0
= 3 r
f<0 f>0 f=0 f<0
[ | R S S S y=-1
f=0 . f<0 f=0
f=0 =0

47



(£1,+£1) s@o pontos em sela.

Seja @ = {(z,y) e R?: |2| < 1, |y[ < 1}

@ é compacto = 34 maximo, minimo de f em Q).

No interior de @ s6 existe um ponto critico de f que é (0,0).

Na fronteira de ) f é constante, vale 0, logo como f(0,0) =1 > 0, (0,0) é
maximo local e o minimo de f em @) é atingido na fronteira. [
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Definigao 15.1. f CR" — R, D aberto, f € C?*(D).
A matriz nxn (simétrica) das segundas derivadas de f em a chama-se matriz Hessiana
de f em a. Assim, pelo teorema 12.1 (de Schwarz) tem-se:

@) = gy = S5~ (s

A matriz H f(a) define uma forma quadrética:

H(f) — Hy?
R" — R
—~ *f(a)
ho— Y agjia%hihj

,j=1

)
[ h T Hf(a) | | B

Sendo simétrica, a matriz H f(a) é sempre diagonalizavel e tem n valores préprios
A, A €RL B 5
Escrevendo h € R™ na base prépria de H f(a), h = (hy, -+ , hy,) temos:

[ h )| Hf(@) || h =wa

A forma quadrética definida por H f(a) é:
1. Definida positiva (i.e.: KT H f(a)h > 0, Vh # 0) sse Ay, -+, A\, > 0;
2. Definida negativa (i.e.: h'H f(a)h < 0, Vh #0) sse A, -, A, < 0;

3. Indefinida (ie. 3h,h € R* : KTHf(a)h > 0 e ATHf(a)h > 0)< I\ >
0, 3)\3 < 0;

4. Semi-definida positiva (i.e. hTHf(a)h > 0,Vh € RV)& X\, > 0,0 =

1’---7”’1/;
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5. Semi-definida negativa (i.e. hTHf(a)h < 0,Vh € R")& \; < 0,1 =
1).-. ,’rl/;

*(4),(5) sse H f(a) # 0

D C R™ aberto, f: D — R; f € C*(D).
Seja a € D um ponto critico de f, V f(a) = 0.
A férmula de Taylor para f em a da-nos:

fla+h) = fla)+Vf(a)-h+Ri(a+h)=
T

B 1 <~ O*f(a+th) B
= f(a>+§ZT(9x]hzh]_

ij=1

— fa)+ %hTHf(a +th)h, t € [0,1]

Se H f(a) é definida positiva, definida negativa ou indefinida entao para ||h|| su-
ficientemente pequeno, por continuidade, H f(a + th) também serd, respetivamente,
definida positiva, definida negativa ou indefinida (= @ serd minimo local, maximo
local ou ponto em sela, respetivamente).

Se Hf(a) é semi-definida positiva entdo nao pode ser maximo local porque
H f(a+ th) tem valores préprios > 0 para ||h|| suficientemente pequena. Se H f(a)
é semi-definida negativa entao nao pode ser minimo local.

Teorema 15.1. D C R" aberto, f: D — R, f € C*(D). Seja a € D um ponto
critico de f. Entao:

1. Hf(a) definida positiva = a é um minimo local;

2. Hf(a) definida negativa = a é um maximo local;
3. H
4. H

)
(a)
f(a) indefinida = a é um ponto em sela;
f(a) semi-definida positiva = a nao é um maximo local;
)

5. Hf(a) semi-definida negativa = a nao é um minimo local.

Exemplo 15.1.1.  f(z,y) = 22 + zy* + 52* + 32
Vf(z,y) = (62° + y? + 10z, 2zy + 2y) = (0,0)
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(622 +y> + 102 =0
= y=-2
2(x+1)y =0 z=0
y:OW6x2+1Ox:0;:U(10—|—6:U):O{ 5
T=—=
\ 3

5)
4 pontos criticos: (—1,42), (0,0), (—g, 0)

H () = { 12 +10 2y ]

2y 22 +2

10 0
o HF(0,0) = { 0 2}
Valores préprios: Ay = 10, A2 =2 A, Ay > 0 = (0,0) é um minimo local;

= N[-10 0
(-2 10
* f( 3’0) 0 —F+2

4 5
Valores préoprios: A\ = —10, Ay = —3 A, A < 0 = (—5,0) é maximo

local;
-2 +4
. Hf(—l,iz):{jE4 0 }
—2—-)\ 44
‘ i _A} = AM24+N)—-16=0
& N420-16=0
—2++/4+64
S A= 5 +
-2 68 —2 — /68
& >\+:+\/_>0\/A_:T\/_<O

Os pontos (—1,£2) sdo pontos em sela.
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1
Exemplo 16.1. f(x,y,z2) = §x2 + 2 4+ V6ay + (42° — 32%)

Vfi(z,y,z)=(x+ V6y, 2y + V6, 12(2* — 2%)) = (0,0,0)

:L'—l-\/éy:()
— 2 — fd = =
2y+\/6x:0}x A
291 oy z2=0
1222(1 2)0{221

2 pontos criticos: (0,0,0), (0,0, 1).

1 V6 0
Hf(w,y,2)=| V6 2 0
0 0 24z — 3622

Um valor préprio é 24z — 362°.

V6

9 } sao dados por:

Os valores préprios de [ \}6

‘1\;5 2{%‘:0 & (1-N2-X2)-6=0

s N30 —4=0

L 3EVITI6 [ A=4
N 2 A=1
No ponto (0,0,0): \; =4, Ay = —1, A3 = 24z — 3622 =0
2=0
(0,0,0) é um ponto em sela.
No ponto (0,0,1): A\ =4, Ay = —1, \3 = 24z — 362> =12
z=0

(0,0,1) é um ponto em sela.
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Integrais em R"

Um integral é um integral, € um integral.

Em CDI-II: I € R™ compacto, f: I — R.

O grafico de f estd contido em R™*!

\ x(n+1)=f(x_1, ..., x_n)

IRAn+1) X_(n+1)

€——ygréfico de f

\4

/ IR"n onde estéo (x_1, ..., X_n)

Ideia: / f = Volume-(n — 1) debaixo do grafico.
I

As nossas medidas de volume-n em R" vao ser os nossos intervalos.

Definicao 16.1. Um conjunto I C R" diz-se um intervalose [ = I} X Is X - -+ X I,
onde cada I; ¢ um intervalo em R. [ |

23



Exemplo 16.1.1. Exemplo 16.1.2.

L J

I =0, +00[x]1,2[C R?
| m

I sera aberto, fechado ou limitado sse todas as suas arestas Iq,--- ,I,, forem
respetivamente abertas, fechadas ou limitadas.

Nota 16.1. Um conjunto com um ponto em R" nao é um intervalo. Um intervalo
em R tem sempre comprimento > 0. [

Defini¢ao 16.2.  Se I = [ay, by]X]ag, by[X - - - X]ay, b,] é um intervalo limitado em
R™, o seu volume-n é definido por:

V(]) = (bl — al)(bg —(12)<bn —(ln) >0

Se I € R™ é um intervalo compacto, uma particao finita de I é uma decomposicao
de I num numero finito de subintervalos mais pequenos. |

Exemplo 16.2.1. [ =11,3] x [2,4] C R?
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I C R”™ intervalo compacto.

I=lap, by x---
Volume-n: V(I) = (by —aq)--- (b, —

Particao finita:

X [y, by]

a,) >0

Definicao 17.1. I C R” intervalo compacto. Uma funcao S : I — R diz-se em
escada se 3 particao finita de I tal que S é constante no interior dos subintervalos

dessa particao. [ |
Exemplo 17.1.1. n=1:
A
y=5(x)
]
S22 _.C}. .......... .G
51‘ ........... CE}
1 2
§3 | — — —ge &
&

I:[a,b]:R1UR2UR3

b

/

a
——

cm?

S(z)dz = SV (Ry) + SaV(Ro) + S5V (Rg) = Y S

V(Rj)
——

cm

~—

=1y
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Exemplo 17.1.2. n=2:

h,
S(x,y)

I =R URyUR3UR,y

[ Sty = [[$= SRSV (Re)+ SV (R)+SV(R) = 3 ) V(R)

y — V g
—,_/ ]—1 Py
cm cm

cm3

Definicao 17.2. Seja I C R" intervalo compacto, S : [ — R fung¢ao em escada
tal que S vale S; € R no interior do subintervalo R;, j =1,--- , N, de uma partigao
finita de I = Ry U Ry U---U Ry define-se o integral de S em [ por:

N
/S = Z S; V(Rj): volume-(n + 1) da base de um paralelepipedo (n+1).
1 =1 NN~

cm cm™
emnt 1

y=f(x)
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Definicao 17.3. [ C R" intervalo compacto f : I — R" funcao limitada. Sejam:

/fzsup (/S) S é uma funcao em escada e S < f
Ji~ 1

/f:inf(/S) S é uma funcao em escada e S > f |
I I

Definicao de integral segundo Rieman

f diz-se integravel em [ se / f= / f, e define-se, nesse caso:

o= o=

Notagoes:

°/If;

/f Ty dl’l dl‘na

. uf(xl,--- Jxp)day - day,

Como se calcula / f de forma eficiente?
I
Resposta: Com o teorema de Fubini.

O teorema de Fubini afirma que podemos calcular um integral multiplo de n
variaveis integrando uma variavel de cada vez.

flxy, - xy)dxy - - - dxy, =
[CL]_,bl]X"'X[CLn,bn]

bnl n

= / / /f Ty, n)dxy | drp_y | - -dxy
An—1 an
Fixamos z1,--- ,x,_1, € primitivamos relativamente a x,,, substituimos em b,, e

ayn; T, desaparece da expressao e repetimos o processo.
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Explicacao grafica do Teorema de Fubini

z=1(x,y)

grafico de fi{x, yj)
como funcio de x

Y

]:Il><12

Consideremos que o corte desenhado no grafico é feito na diregao do eixo dos xx
com y = y;. Consideremos ainda uma seccao paralela tal que a espessura da “fatia”

compreendida entre y; e y;_; seja minima.

Ay =y; —yj—1

9(y;)

A 4rea do corte é: /f(a:, y;)dx
I

/f = Zvolumesdafatia (1)
I .

J

Q

S Ay x / f () de 2)
j Jh ,

9(y;)

No limite (quando o ndmero de fatias — 400 e a expessura das fatias — 0)
obtem-se, equivalentemente as expressoes 1 e 2:

/12 { ] f(:v,y)dx] dy

/ { f(z, y)dy] dz também ¢é equivalente.
n L/
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Nota 18.1. Nos exemplos que se seguem vamos assumir que o / f existe. Isto
I

serd justificado mais tarde. [ ]

Exemplo 18.1. [ =[0,1] x [0,2], f(z,y) = z(2* + 3?)

29



Il
o\w

Exemplo 18.2. I =[0,1] x [0, 2]

f(x,y)=0

Uol r(z? + y2)dx] dy

8
= 227 + —x] dr =
3
w8, =t .8
— —_— —XT = — —_ =
2 6| _, 23
P 2,272=1
oy
= _ d —
[15+5 } /
0
2 . ,
Y
— —_ —_ d —
/_4+ 2} Y
0
31972 1 8 11
_ [hy_} 1.8 1
476),, 276 6
2y, 22 <y < 222
flay) = 0, caso contrario
vA
2 o« F=2x2 <=3 x=sqri(y/2)
y
=0 /
o’ y=x2 <=>x=sqrt(y)
j——f:xBy
y
«——f=0

7

X

1

60
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[ sy -

I

1

:/2 /f(x,y)dx dy = /[/x‘”’ydw} dy+/2 /I?’ydx dy =

0

Exemplo 18.3. A= {(z,y,2) €R3:2 >0,y >0,2 > 0,z+y+2 < 1}. Calcular
o volume de A.

Facto: Volume de A = / 1
A
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|
plano x+y+z=1<=>
—_—
<=>z=1-x1y
A
ol
/1 Y
1

i 2
1 ;
Z _ dr =
_2 T + x] X
1 TN
e R _
2 6 ],
1Jr 1
2 6
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2
Exemplo 19.1. S ={(z,y,2) eRP:0<x< 1,% §y§x2,0§z§x2}.

Calcular o volume de S, volume(S) = / L.
s

Outra ordem:

1)

nperficie «——— z=x2

{ z = constante

z =% — 1 = /2 = \Vconstante

63



corte cam z constante
ipara0 g=z<=1/2

sqrt(z)

§y=x2 <FE>

1
¥x y:xz'fz < =" x=5qrt(y)
x=sqrt(2y)
3 [ = [vaw 3 [ v 11
/1:/ / /1dx dy+/ /1dx dy+/ /ldx dy| dz+
S 0 % Vz 2 NG % Vi
1 [ 3 [vew [ 1 1 [ 1
+/ / /1dx dy+/ /1dx dy+/ /1dx dy| dz
15 L L vz BN
—

corte cam z constante
iparal/<=z<=1

§y=x2 <=>

sqrt(z)
y x=sqrt(y)

Yx y=x2/2 <=>
x=sqrt(2y)

2

1
/1://1dydxdz
g 0

22
2



Exemplo 19.2. A= {(z,y,2) eR3*:0<2<2?+¢y* < 1,2,y >0}

/1:? l = +\/2%+y?
A

‘4‘(

|

Py =1+—1l=1y=V1— a2

$2+y2

[ (1) T e o= L ] ]

0 0
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A={(z,y,2) eR*: 0< z2<2* +4* < 1,2,y > 0}

<Y

z=(rho)2

: 1
> Yx
rho=sqrt(x2+y2) 1

<Y

r+yt=1y=v1-—22

1| Vi—z?| 22+y2
Vol(A)z/lz/ / / ldz | dy| dz
A 0 0 0
/1:/(/</dx>dy>dz:?
A
sqrt(z) 1
AZ ) ; >
1 z=(rho)
r4
1
> ¥ x
sqrt(z) 17 rho=sqrt(x2+y2)

1
Na imagem anterior que ilustra 1 de uma coroa circular tem-se que o quarto de

circunferéncia interior respeita a equacao 2? +y? = z & x = /2 — y? enquanto o
quarto de circunferéncia exterior respeita a equacao z° + 92 =1 < x = /1 — 12
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1| vz 1—y? 1| Vi
/1—/ / / ldx dy+/ / ldx | dy | dz
A 0o |o > NG 0

Voltemos a questao: quando é que / f existe?
I

Definigao 20.1. Um conjunto diz-se numeravel se os seus elementos se podem
contar: 1° elemento, 2° elemento, 3° elemento, - - -. Ou seja, se existisse uma ligagao
do conjunto com N ou com um subconjunto finito de N. |

Exemplo 20.1.1.

Exemplo 20.1.2.

Exemplo 20.1.3.

Exemplo 20.1.4.

N é numerével:

1 2 3 4 5

]
10 20 3% 40 5°

[ |
7, é numeravel:
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
e T R
9> 7% 5% 3% 1° 2° 4° 6° §°
[ |
Inteiros pares:
2 4 6 8 10 12
N
1920 3° 4° 5° 6°
[ |

N x N é numeravel:
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\4

1 (€0 —y»
2 (2,1) (2,2) ,

4 1)
\ 4
|
Exemplo 20.1.5. Q7 é numerdvel:
+ m + 4 .
q€Q" — qg=—,(n,m) e NxN= Q7 é numeravel!

n

|

Exemplo 20.1.6. R nao é numeravel (= R\Q nao é numeravel).
Resumo da demonstracdgo.  Suponhamos que conseguimos contar os elementos de
[0, 1]:
T1,T2, T3, Ty """
Expansao decimal:
x1 = 0,a11a12013 - - -

To = 0, az1a220a23 - -
3 = 0, az1asza33 - - -

Podemos contruir y € [0, 1] que néo foi contado!
Yy = 0, blbgbg - com:
by #an =y # w100 # app =y # xo1, by F apr = Y F T L
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Definicao 20.2. S C R” tem medida nula se V6 > 0,3 colecao numeravel de
intervalos limitados Iy, Io, I3,--- tal que:

SclJL, e Y Vol(l;) <6
j=1 j=1

Exemplo 20.2.1. Um conjunto numeravel de pontos em R" tem medida nula:

IR”An

Y

) ) )
V(]l) < §V(12) < ZV(]]) < 2—]

o o0 5
> vy :ZE <4
j=1 j=1

Y

Q C R tem medida nula!
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Exemplo 21.1. Q € R tem medida nula. [ |

Exemplo 21.2. S C R” compacto. f:S — R continua, entao, o grafico de f
em R"™ tem medida nula (ideia: continuidade uniforme).

n=1: n=2:

P
-

E possivel arranjar pequenos quadrados (n = 1) ou paralelepipedos (n = 2) tal
que seja possivel, através da sua uniao cobrir toda a linha ou area do grafico em
n =1 oun = 2, respetivamente e que a uniao das suas areas seja < ¢ escolhido. H

Exemplo 21.3.  S'={(z,y) € R?: 2* + y?> = 1 C R?} tem medida nula:

T T T T T T T T T
—-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

¥

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
I 1 I I 1 I I I I

Os gréficos de y = V1 —22 e y = —v/1 — 22 tal que = € [0,1] tém medida

nula. [ |

Exemplo 21.4. 5% ={(z,y,2) € R*: 22 + y? + 22 = 1} C R® tem medida nula:
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=1

=0

Os graficosde z = /1 —22 —y2 e 2 = —/1 — 22 — 42 com 2% + 3% = 1 tém

medida nula. |

Teorema 21.1 (Critério de integrabilidade). I C R™ intervalo compacto. f :
I — R funcao limitada.

f € integravel em I, ou seja / f existe, sse o conjunto das descontinuidades de f
I

tem medida nula. |

Definigao 21.1. S C R". A funcao caracteristica de S é:

1, z€8
XS(“"):{O rgS

S C R” limitado, f : S — R limitada:

IR"n

O » fX(s)=F

» fX(s)=0

L 4

S C I, I intervalo compacto.
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Definicao 21.2. Dizemos que f é integravel em S se fXg é integravel em I. E,

nesse caso, po1os:
S I

Definicao 21.3. S C R” limitado diz-se mensuravel a Jordan se a sua fronteira
tem medida nula. [ ]

S C R™ mensuravel a Jordan.
f 9 — R continua e limitada.

O » fX(s)=f fXs s6 pode ser descontinua na fron-
teira de S.
» fX(s)~0

Como a fronteira de S tem medida nula, concluimos que / f existe!
S

Exemplo 21.5. Todos os integrais calculados nestes apontamentos até aqui. W

Aplicacoes
S C R” conjunto mensuravel a Jordan:

O volume-n de S ¢ definido por V(S5) = / 1
S

h
x(n+1)

IR~(n+1)

»
Eﬂ
IR~n

NN
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f(:l:‘l,-“,ilj'n):l

Volume-(n + 1) debaixo do grafico = 1xvolume-n da base S =volume-n(S). Por
exemplo:

S
° /ldx:4:1><4
0

o f:A—R, flr,y)=1V(r,y) €A

/ 1 =1 xarea(A) = area(A)
A

Y

T
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S C R"™ mensuravel a Jordan (por exemplo um conjunto limitado por graficos).

f S — R limitada, continua = / f existe.
s

1. Vol(S) :/1

S

i
|

2. Se S tem densidade de massa (carga) a: S — R, a massa (carga) total é:

M(S)—/Sa

3. As coordenadas 7/, j = 1,--- ,n, do centro de massa sao:

. 1 .
fJ:—/ax]
M(S) Js

4. As coordenadas 77,j = 1,--- ,n, do centréide de S sao:

fj:ﬁ/sxj

5. O momento de inércia de S relativamente ao eixo L:
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IRAn A

Mudanca de variaveis de integracao

Definicao 22.1. U C R" aberto. Uma transformacao de coordenadas em U, é

uma funcao de classe C*, g : U — R™, injetiva e com |Dg(p)| # 0, Vp € U. |

5



Facto 22.1 (que explicaremos mais a frente com o teorema 25.1 da fungao inversa).
Se g : U — R" é transformagao de coordenadas entao g=' : g(U) — U também
é. |

Queremos saber como é que ¢ distorce localmente os volumes-n.
Como g é diferenciavel em p € U, localmente, perto de p, g é arbitrariamente
bem aproximada pela transformacao linear:

Dg(p) : R" — R"

Como é que uma transformacao linear 7' : R® — R"™ deforma os volumes-n?
Resposta: multiplica-os por um fator de |T'|. Porqué?

Seja P C R"™ o paralelepipedo-n gerados pelos vetores linearmente independentes
v, , Uy O volume-n de P é:

Vol(P) = |det | vi -+ v,
| |
T transforma P no paralelepipedo-n P formado por Ty, Tvg, - - -, To,.
i ] |
Vol(P) = |det | Tv, Tvy --- Tu,
L |
| |
= |det |\ T | v1 --- v,
| |
| |
= |det(T)||det | v -+ vy,

= |det(T)|Vol(P)

Logo a transformacao de coordenadas g afeta os volumes-n localmente perto de
p € U, multiplicando-os por um fator de:

|det(Dg(p))|
———

jacobiana de gem p

Logo esperamos que seja valida a formula seguinte:

[ s@ae = [ et Dg()ldy

z=g(y)ey=9—1(z)

A validade desta férmula é estabelecida pelo teorema 22.1.
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1 T

1—
Exemplo 23.1. / / exp [m — y] dy | de =7
T+y
o Lo

15 L

—usfs I N
o i ) ‘ | N
_ 1 u=x-—y
r+y=1y=1—=x {U:x—’_y

wto !
- 2 2 2 1
vfu s @y =glwv), Dgluv)=1| 1 1 |, [|detDgl=5#0
T 2 2
20 u+v>0;u>—v
S : yZO «»—)g_l(S); U_UZO;UZU,
r+y<l v<1
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u=-v u=v

-1 0 1
| | |

A figura anterior ilustra g—!(S).

/S = /gl(S) exp [%] X %dudv =

4
[ |
Exemplo 23.2. Coordenadas polares em R?
xr = Rcosf
. {y:Rsmﬁ ,(l‘,y)—g(R,9>
)‘”E“ R >0, 0 €]0, 27|
| # tem uma descontinuidade de
21 quando cruzamos o semi-eixo
x>0
y=20
cosf) —sinf
Dy(R.0) = [ sinff Rcosf } , |detDg| = R
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// flz,y)dzdy = // f(Rcos®, Rsin®) - RARdO
SCR2 g~ 1(S)CR2

Exemplo 23.3. Coordenadas cilindricas em R3

A

x = pcost
(x,v,2) y = psind
rho Z=Z

p>0,0¢€]0,2r,z€R

.<\F

arctan (%) ,x,y >0
z

P
thetax rho 9
¥4

(x,y,0)

9(p,0,2) = (x,y, 2); |detDg| = p
/// f(m,y,z)dxdydz:/// f(pcos@, psind, z)pdpdbdz
SCR3 g~ 1(S)CR3

Exemplo 23.4. Coordenadas esféricas em R3
x = Rcosfsing

y = Rsinfsin¢
z = Rcos¢

R > 0,6 €]0,27],¢ =0, 7

v R = /2% +y* + 22

6 = arctang
x

/02 | 2
¢ = arctan (x_+y> ,T,y,z >0

2

/e
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2 y2

Exemplo 23.5. Area da elipse E: x—2 + = <1,a,b>0
a

b2 —

——0:25

-

—ee 825 —

— I —8:25—

r = aRcosf
Area(B) = /El’ { y = bRsinf

IE2 y2
S +5<1eR<1&R<1
a?  b?

Jacobiano: abR

1T 2n 1
= / /1ade9 dR = 27rab/RdR = mab
0o Lo 0
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Exemplo 24.1.

Integral Gaussiano

075

“+o00 k
2 . _ 2
I = e Vdr= lim e Udx
k—+o00
0 0
T T T
L] 1 s
+ t f
05 1 K 1,5
| | |
“+o00
2
I = /e Y dy
0
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0 0
+oo [/ +oo
_ / / ey | dy =
0 0
+oo %
= / /eRngG dR =
0 0
—+o0
- g / e RAR =
0
1]
= 7 im |:——6_R} =
2 k—s+o00 2 R=0
T

Exemplo 24.2. Seja S C R? o volume limitado por 22 = 22 4 442, z = 222 + 8y2.

Volume(S) =7

x = pcost

1 22 =p?
yzﬁpcose ~ PO
2=z

1
Jacobiano: ol
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25+ =025

z=-rho
o7 3 P
P T
Vol S) = 15dzdodf = -+ = —
olume(S) / / 5 2dp 5%
0 02p2

Se S tem densidade de massa a(z,y,2) = 2

$)= [adt = [ +7+ 2 /// (psm29+z2)

P
2
02P 4\/

dg jacobiano

Regra de Leibniz
Por vezes, é muito 1til estudar fungoes definidas por integrais.

r € ACR™, A compacto
y€ BCR?

84



F é continua?

Se f é de classe C! entdao F' também é7?

OF B . F(y+te)—Fly)

1
= 1im—[/(my+tezdx—/fxydx}:
t—0 ¢

/ffvyHez —fley)

= lim
t—0

fla.y+te) — flay)

~— A t—>0 t
Se [lim=lim [

= /gi( ,y)dx
—— —

Regrade Leibniz

Teorema 24.1 (Regra de Leibniz). A C R™ compacto, B C RP aberto. f :
A x B— R, classe C".

A fungdo F : B — R dada por F(y / f(x,y)dz, existe, é de classe C' em B,

JOF [ Of
ayiy Aayi

(z,y)dz. [ |

1 1
Exemplo 24.1.1. Seja F(t) = /x2 sin (txr)dx e F'(t) = /:c3 cos (tz)dz. Por
0 0

1
exemplo, F'(0) = 1 [

—+00

1
Exemplo 24.1.2. Vimos que / e W dy = 5\/E, a>0
a
0

" o i T d (1
/ 22e™ % g — / ~a (e’a”‘a) dr = T e~ g — o (5 g) = \/T%ag
0 0 0

Facto: A regra de Leibniz é vélida neste caso.
+00 +o0

dk dk 1 m
2k —ax? k o’ g
/ZB e “dr,keN /( ) dak(e Jdr = (—1) da* (2 a)

0 0
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t2
Exemplo 24.1.3. F(t):/ cos (tz?)dx
0

F'(t) = 2t(cos (tz?)

z:i&2

/ ) sin ( tx )dx
N

(.
J/

2tcos(t5) (CDI-I) CDI II
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b(t)
Exemplo 25.1. / f(t,

a(t)
b(t)
O opte YD Loy
a(t)f(t,a
a(t)

Regra de Leibniz

x
<
—~
~
SN—
—
o~
Yy
o~
N—
N—

Exercicio: Mostrar que a igualdade anterior ¢ verdadeira utilizando a regra da deri-
vada da composta.

U(t) = g og(t) = Dip(t) = De(g(t))Dy(t)

Teorema da funcgao inversa

Determinar se uma funcao f : R" — R™ é injetiva (ou seja, determinar se
existe a fungao inversa f~! : f(R) — R) é um problema, em geral, muito dificil de
resolver explicitamente.

Exemplo 25.2. n=1
y = f(z) = arctan”(Yx — 2° + 2%) — e” + 327

Mesmo que tivéssemos a garantia de que f~! existe seria muito dificil determina-
la explicitamente. [ |
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Para f : R — R™ f = (f1, -+, f,) determinar a injetividade (e f~!) =
resolver um sistema de n equagoes com n incognitas:

Y1 — fl(xh"' axn)
Y2 = f2(x17”' axn)
Yn = fn(xb'" 7xn)

O teorema da funcao inversa estuda apenas a injetividade local de f.

Exemplo 25.3.

x1 x
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A restricao de f a uma vizinhanca aberta suficientemente pequena de z; é inje-
tiva.

Dado y suficientemente perto de y; = f(z1), 3'x perto de z; com y = f(x).

Observagao: f'(z1) #0

Por contraste, em qualquer vizinhanca aberta de xy f nao ¢ injetiva.
Observacao: f'(zg) =0

Para f: R" — R" a condigao f’(a) # 0 é generalizada para detDf(a) #0. W

Teorema 25.1. [Fungdo inversa] D C R™ aberto, f: D — R" classe C*, k > 1.
Sejaa € D tal que detD f(a) # 0. Entao 3 uma vizinhanca aberta U dea,a € U C D
tal que:

1. A restrigdo de f a U é injetiva (ou seja, 3 inversa local);

2. A imagem V = f(U) é uma vizinhanca aberta de f(a) (ou seja, dado y sufici-
entemente perto de f(a), 'z € U com y = f(x));

3. A inversa local f~1:V — U é de classe C* e [Df~1(f(a))] = [Df(a)]™*

A
IR"n f IR™n

A(-1) *
Y Y
Para y suficientemente perto de f(a), o sistema de equagdes y = f(z),
tem solugao unica com x € U |
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26 Aula de 4 de abril de 2014

O teorema da funcao inversa nada garante sobre a injetividade global de f, apenas
garante a injetividade local em U.

Se detD f(a) = 0 o teorema da funcdo inversa nao se aplica. Nalguns casos f
sera localmente injetiva, noutros nao.

Se detD f(a) = 0, mesmo que f seja localmente injetiva, f~! nao tem derivada
em f(a) porque [Df(a)]~! nao existe.

Exemplo 26.1. y= f(z) =23

y=x3 /

.f‘(xO) diferente de 0 == aplica-se o
.5 1 8.5
/i teorema da

funcdo inversa

-0 : | —— S : | | 0
el x0 x
AT
//

'(0)=0 => o teorema da funcdo inversa
] nao se aplia
- -0.5 £ + —0.5

Exemplo 26.2.  f(z,y) = (zy,2+y); f: R? — R f(z,y) = f(y,x) logo [ nao
¢ injetiva.

Btos () = flan) o (0202 (0
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T T
-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

y=x

(yx)

|-o.25 + ~ 0.25

O teorema da fungao

P (X V) inversa aplica-se

x

. O teorema da funcdo inversa ndo se aplica
* porque a funcdo ndo é localmente injetiva

-0a2s e 1 ~0.25

0.5 —0.5 4
-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1
|

Em cada um dos semi-planos separados por x = y a fungao é injetiva.

Dien = |4 1| deansian =y

Exemplo 26.3. Considere o sistema de equagoes:

2

1+ (4) =2
T

sinz + cosy = 1

1. Mostre que a vizinhanga da solucao (z,y) = (g, g) a solucao é tnica.
U 2
Seja f(x,y) = <1 + (—) ,sinx 4 cos y)
x
T
— =] =(2,1
f(53) =@

Y\ 2
1 (4) =2

x & flz,y) =(2,1)
sinz 4+ cosy =1

Se f for localmente injetiva em (g, g) entao para V(z,y) superficie perto de

(g, g), f(z,y) # (2,1) e a solugao serd tnica.
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20 % 44
Dfey)=| & 2 | DF(5.5)=| 7 7
cosx —siny 0 -1
T 4
detD (—,—):— 0
bfi\s3) =77

Do teorema da funcao inversa tem-se que f é, de facto, localmente injetiva em

(32)

fr(-1)

(u,v) = f(x,y), u=1+ (%)

v =cosx + siny

Seguramente em V tem-se (u,v) = f(z,y) < (z,y) = f~(u,v)

2. Seja (u,v) = (2,14 ¢) com € > 0 suficientemente pequeno para que 3(z,y)
perto de <g, g) com f(z,y) = (2,14 ¢). Para esse (x,y),x e y sdo maiores
ou menores que g?

2
1 (4) =2
x
cosT +siny =1+4¢

S flr,y) = (2,14 ¢)
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pfen = [pf(
4

BN

0
2,1)=—-1<0e 0_y<2’ 1) = —1 < 0 obtemos que z,y irdo diminuir
v

Como (9_:)0(

quando v aumenta.
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Teorema da funcao implicita

O Teorema da funcao inversa trata de f : D C R* — R". Dadoy € R", y =
f(x) é um sistema com n equagoes e n incégnitas.

yl - fl(x17“. 7xn>

Yn = fn(Ila"'7xn)

O teorema da funcao implicita trata de sistemas de m equagoes com n incégnitas
em <n:

Fl(l‘h”'axn) = 0

Fm(xla"' wrn) =0

Resolver o sistema significaria, por exemplo,

1 = fil®myr, 0 Tn)
Ty = fo(Tmyr,, Tn)
ITm = fm(merlu"‘ axn)
com F(fl(xm—l-la"' 7In)7f2(xm+17"' 7xn)7"' 7fm(xm+17"' 7xn>7xm+1>"' 7In) -

0. Os f; sao as fungoes implicitas.

Exemplo 27.1. m=1,n=2 F(z,y) =0
Sera possivel resolver a equagao na forma y = f(x) com F(z, f(z)) = 0?7 Ou

dever-se-4 escolher = = g(y) com F(g(y),y) = 07 [
m = ]_ o 2 2 o
Exemplo 27.2. m— 9 Flz,y)=a2"+y"—1=0
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-1 0 1
| | |

Conjunto das solugoes de F(x,y)=0

2 3 4
| | |

Se tentarmos resolver F'(z,y) = 0 na forma y = f(z), obtemos y = £v/1 — 22;
Logo nao é possivel escrever simultaneamente todas as solugoes de F(x,y) = 0 na
forma y = f(z). (A circunferéncia ndo é um grafico da forma y = f(x)).

T T T
-1 0 1

Aqui podemos por y=sqrt(1-x2) ou x=sqrt{1-y2)

-1 0 1
| | |

T T T
2 3 4

Aqui as solugdes sio da forma y=f(x)=+sqrt(1-x2)

OBS: a derivada de F em ordem a y no ponto (0,1) € diferente de 0.

Todas as solugoes suficientemente perto de (1,0)
sao da forma x=g(y)=+sqrt(1-y2) (Este pedaco da
circunferéncia € da forma x=g(y)). Mas nao é
possivel descrever estas coordenadas na forma

y=f(x), pois y=+sqrt(1-x2) ou y=-sqrt(1-x2).
()

OBS: a derivada parcial de Fem ordem a x no ponto
(1,0)=2, enquanto a parcial em ordem ay € 0.

OBS: Ambas as derivadas parciais de F neste ponto (em ordem a x e em ordem a y) sio diferentes de 0

2 3 4
| | |

1

Fl(ajlv"' 73:71)

Fm(xlf" axn)

Z:(xh'" 7xn—m) )

y eR™, z e RV™

= 0
m<n
= 0
Y= (xn—m—i-h'" 7xn)
, r=(zy) eR"

Dada uma solucao xo = (2o, o), com F(zo,yo) = 0, serd possivel descrever todas
as solugbes na sua vizinhanga na forma y = f(z) com F(z, f(z)) =07
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Para aplicarmos o teorema da funcao inversa vamos completar o sistema de
equacoes:

<1 = 2
%) = 22
n — eq. : < F(zy) =
Zn—m = Zn—-m
Iy (Zu y) =0
Fn(zy) = 0

\

Seja ¥(z,y) = (2, F(2,9)).

F(Z,y) =0+ w(zvy) = (270) ) 1/1(2'(),?40) = (2070)

Suponhamos que det D (2o, o) # 0. Entao, o teorema da fungao inversa garante
que:

A YA
y pertencente a IR*m y pertencente a IR"m

psi

] —_\
(@ ,yol/, % \

> (0,0) >
z pertencente a IR~ (n-m) z pertencente a IR~(n-m)

Dado z suficientemente perto de zg, 3'y perto de y, tal que ¥ (z,y) = (2,0) ou
seja F'(z,y) = 0 ou seja, nesta vizinhanca, z determina y: pomos y = f(z), e temos

F(z,f(z)) = 0. Ora,

I 0
oF
det Dip(zo,yo) = det | OF oF = det— (20, Yy0) # 0
E(Z()) Yo) 6_3/(20’ Yo) dy
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Teorema 28.1 (Fungdo Implicita). D C R™ aberto. F: D — R™, classe C*,
k> 1, e n > m. Escrevemos os pontos z € D na forma = = (z,y) com z € R e
y € R™

) oF - ..
Seja (zo,y0 € D) tal que F(zo,v0) = 0 e det [a—y(zo,yo)] # 0. Entdo, 3 vizinhanga
aberta U C R",(29,50) € U, e uma funcao de classe C*, f : V Cc R*™ — R™,
onde VC R"™™ é aberto com zy € V e: (z,y) €U e F(z,y) =0< y = f(2).

T T T T T
-2 -1 0 1 2

= VT O conjunto das solugdes de F(z,y)=0

y pertence a IR*"m

—281.714 281.714

Solugdes de F(z,y)=0 contidas em U

z pertence a IRM(n-m)

|- —281.714 S i 1 —281.714 |

-2 -1 0 1 2
| | | | |

Ou seja, localmente, as solugoes F'(z,y) = 0 formam um gréfico da forma y = f(z).

Nota 28.1. f(Z(]) = Yo F(Z, f(O)) = O,VZ eV |

U=uay+sin(z+y)
Exemplo 28.1.1. Vo= e mtu2 4 T (também se pode resolver com o teo-

Y
rema da fun¢do inversa)

1. Mostre que na vizinhanga de (z,y,u,v) = (—1,1,—1,0), o sistema define (x, )
em funcao de (u,v).

m=2n=4

eaty—2 _ T _ F = (F, Iy)

{ Fi(z,y,u,v) =u—xy —sin(z+y) =0
Y

Fy(x,y,u,v) =v —
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F(-1,1,—-1,0) =0, logo (—1,1,—1,0) é solucao

—y—cos(x+y) —x—cos(z+y) 1 0

DF(QQ Y, u, U) = e TTY=2 _ 1 e ty—2 + £ 0 1

Yy y?

vv

xT Yy u v

2 0 1 0
DF(-1,1,-1,00=| 0 -2 0 _1

OF
d(z,y)

-2 0

det (—1,1,—1,0):det[ 0 _2}:4;@

Logo, pelo teorema da funcao implicita = 3 aberto V' C R?, com (—1,0) € V
edf:V —R2comzx = fi(u,v), y = folu,v) com F(f1(u,v), folu,v),u,v) =
0,V(u,v) €V

0(z,y)
O(u,v)

. Calcule (—1,0)

f=( )i f(=1,0) = (=1, 1)
como calcular D f(—1,0)?
Seja ¥ (u,v) = (f1(u,v), fo(u,v),u,v);¥(—1,0) = (=1,1,—1,0) entao:

Fo1 = 0,V(u,v) num aberto.

——
=F(f1(u,v),f2(u,v),u,v)

D(Fo)(—1,0) = 0«
& DF(-1,1,-1,0) - Dy(—1,0) = 0<

[ Of1 dfr 1
ou (_170> O (_170>
-2 0 1 07| 90f 9fs B
‘i’{ 0 -2 0 1} uh0 L0 = 0
1 0
! 0 1 i
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0 -2
& Df(—-1,0) = —{_02 _02}_1—
[ro]  [Eero G
REKIENE CURE TSR
[ sero Lo
| e Gl
|
Exemplo 28.1.2. { i;lyy—;ijzl
Na vizinhanga de (z,y, z) = %, 0, %) , x determina y e 27

1 1
l 1 / - / -
Calcule y (2),2 (2)

n=3 m=2

F1(£E7y,2):$+y+2—1:0
FQ(x7yaz):'I2+y2_22:0

F = (F, Fy)

oOF 1 1 1 1

1
Teorema da funcao implicita = 4 intervalo aberto V' C R com 5 € V, e uma
fungao f: V — R?, com F(z, f1(x), fo(z)) =0, Vo € V
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Variedades diferenciais

Uma variedade diferencial de dimensao k é um objeto geométrico, com boas
propriedades, descrito localmente & custa de k parametros (coordenadas).

Exemplo 29.1. k=1

Exemplo 29.2. k=2

5 |
|

Exemplo 29.3. k: Plano k£ em R". [

Definicao 29.1. M C R" é uma variedade diferencial de dimensao k (1 < k < n),
ou simplesmente variedade-k, se Vp € M, 3 aberto U C R", com p € U, e uma
fungao de classe C*, F — R" % tal que: * € M NU < F(z) = 0 e caracteristica
DF(z)=n—k,Vz € U.

Caracteristica DF(x) = dimensao do espago das linhas = dimensdo do espago
das colunas.
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MNU & F(z)=0

Teorema 29.1. M C R" é uma variedade-k sse localmente M é um grafico de
uma funcao de classe C', f: V C R¥ — R"% V aberto. [ |

Demonstragao. = Teorema da fungao implicita. < se y = f(z) entdao F(z,y) =
y— f(z)=0. O

A condigao caracteristica DF(z) = n — k garante que estamos de facto a impor
n — k equacoes independentes.

PeMnNnU
Caracteristica DF(P)=n—k < F = (Fy, -+, F,_)

- VR(P) -

DF(P)=| VFf(P) | com VE(P), - ,VEF,_4(P)
_ VE, (P) —

linearmente independentes.

M ¢é conjunto de nivel para F' ~» VIF;(P) sao L a M.

Definicao 29.2. O espaco normal a M em P é o espaco vetorial de dimensao
(n — k) gerado por VF{(P),--- ,VEF,_(P).
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{VE\(P), - ,VF, x(P)} base de TpM*

O espaco tangente a M em P é:

TpM ={veR":v-n=0,n¢cTpM™*}

dimTpM = dimM =k
dimTpM*+ =n —k

Exemplo 29.4. SCR?:22+4+4>+22—1=0

=1

y=-1 y=0

n=3
n—k=1
k=2

F(z,y,2) =2 +y* +2°—-1=0

DF(z,y,z)=[2x 2y 2z]
A matriz derivada de F' tem caracteristica 1 exceto se (z,y,z) = (0,0,0); mas

F(0,0,0) #0, (0,0,0) € S. Logo S é variedade-z. Localmente S é um grafico, por
exemplo o hemisfério norte é dado por z = +4/1 — 2 — y?; 0 hemisfério leste é dado

por y = +v1 — a2 — 22 [ |

_ 2 2 n=
Exemplo 29.5. Paraboloide P: ZQ_ v 2+ Y , n—k=1
e +y <1 b —
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Péograficode z = f(x,y) = 2°+y?, com 2?+y* < 1; F(z,y,2) = z—2*—y? = 0.

DF(xz,y,z) = —2x —2y 1 ] < tem sempre caracteristica 1 = P é variedade-
z.
111
jaP=|=-= = D.
Seja (2, 5 2) €
DFE(P)=]-1 —1 1] , TpP*={\-1,-1,1),A R}
TpP = {a(1,—1,0) + b(0,1,1),a,b € R}
|
24 2 n=
Exemplo 29.6. C CR3: vy =1 , n—k=
r+y+z=1 b1
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Fi(z,y,z) =2 +y*—1=0 -
{FQ(x,y,Z):x+y—|—Z_1:0 F_(FlaFQ)
2 2y O
DF(x,y,z)_{ L 1}

Se (z,y) # (0,0), a caracteristica é 2 mas # (0,0, z) # 0 logo C' é var — 1.

200}

Seja P = (1,0,0), DF(P) = [ 111

TpCt ={a(2,0,0) +b(1,1,1),a,b € R}
TpC = {)\0,1,—1),A € R}
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Esta aula serviu somente para fazer revisoes para o teste, pelo que nao vai ser
abordada nestes resumos.
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Parametrizacoes

Uma parametrizacao de uma variedade-k é uma descri¢ao de variedade em termos
de k coordenadas (parametros livres).

Exemplo 31.1. S ={(z,y,2) eR3: 22 +¢y*+ 22 =1}

y=-1 =0

0 longitude; ¢ latitude;

g(0, ) = (cosfsin g, sin d sin @, cos @)

0 €]0, 27|, ¢ €]0, 7

Definicao 31.1. M C R” variedade-k. Uma parametrizacao local de M em
P € M, é uma funcao de classe C1, g : V C R¥ — R”, com V aberto, g(V) =
MNU,U C R” aberto, P € U, tal que:

1. g é injetiva;
2. g~ ! é continua;

3. Dg(t) é injetiva Vt € V' (ou seja, tem caracteristica maxima).
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A M interseta P
IR*n
ST
g~ (-1) ( )
A
IR~k

e A condicao 2 elimina os casos patologicos como por exemplo:

e A condigdo 3 garante que as k colunas de Dg(t) sao independentes:

19) 0 0
Do) = | 3@ e ® 5O | axk (0> k)

O espago vetorial de dimensao-k gerado pelas colunas de Dg(t) é o espago tan-

gente Tyq)M;, isto ¢,
dg dg
e L
{G0. o)
¢ base de Ty M.

Porqué?: Se M localmente em P é descrita por F' = 0 entao F o g(t) =0, Vt =

DF(g(t))Dg(t) = 0 <

- VIE(g) - B )
99 9 dg
: 7, ) o, ) | =0 VE(g() g, (1) =0
- VFn—k(g<t)) - | | normais tangentes
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z=a*+y?

é var — z.
4yt <1

Exemplo 31.2. {

=075

=05

g(z,y) = (v,y,2> +y°), 2> +y* < 1

gclasseCt | g 'continua
1 0
Dg(z,y)=1| 0 1 | tem caracteristica = 2 = é parametrizavel
2 2y

111
oo (111 p
Seja a <2,2,2>€
10
11
11

T.P ={a(1,0,1) +b(0,1,1),a,b € R}
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T,P+ = {\(1,1,-1),A € R}

Outra parametrizagao:

h(p,0) = (pcosd, psind, p*), p €0, 1,0 €]0, 2x]
ou

f(z,theta) = (/zcos®,\/zsinb, 2), z €]0,1[, 8 €]0, 27|

=073
z=05

=025

T Ca——" —_r =047
|
72 2
Exemplo 31.3. Elipse T + 9= 1, wvar—1
x =2cost
{ y = 3sinf 0 €0,2n]
g(0) = (2cos6,3sinb),0 €]0, 27|
—2sind . , .
Dg(0) = Seosf | T vetor velocidade ¢'(f) = (—2sinf, 3 cosd) (Tangente a
E)
|
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Extremos condicionados

f:R — R, Classe C'; M C R" variedade-k, k < n

Como encontrar o maximo e o minimo dos valores que f toma sobre M?

Exemplo 32.1. S:2?2+4y°+(z—-1)>=1

_T:‘/ s
W
flzy,2) =2

Os valores de f sobre S tomam o maximo (= 2) em (0,0,2) e o minimo (= 0)
em (0,0,0).

Observagao: V f(z,y,z) = (0,0,1) #0 [ |

f:R* — R, Classe C'; M C R" variedade-k, k <n

IR”~n M

A 4

Suponhamos que p € M é um extremo local (por exemplo méximo local) dos
valores da restricao de f a M.
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Seja y(z) um caminho que descreve uma curva contida em M, com 7(0) = P.
Entao a fungao f o(t) terd um extremo local em ¢ = 0.

forn(t) =0+ V[f(P) +(0)=0

Observagao: v/ (0) € TpM.

O argumento ¢é valido para qualquer v € TpM. (para qualquer v € Tp M encon-
tramos uma curva (t), como acima, com 7' (0) =v) = Vf(P)-v=0,Vv € TpM

Vf(P)e TpM~*

Se localmente em P, M é descrita por Fy(z) = Fy(x) = -+ = F,,_¢(x) = 0, com
caracteristica DF(P) = n—k, entao {VF(P),--- ,VF,_(P)} é base de TpM*+ =
AN, Ak € R tais que Vf(P) = M\VE(P)+ -+ Mk VF,_«(P).

Os \; chamam-se multiplicadores de Lagrange

Teorema 32.1. f:R"® — R, Classe C*; M C R” variedade-k, k < n

Se P € M é extremo local da restricao de f a M, entao Iy, -+, A\, € R tais
que Vf(P) = MVE(P)+:--+V, xVE, (P), onde localmente M é descrita por
Fi(x) = Fy(x) =+ = F,_(z) = 0 com caracteristica DF(P) =n —k

Fi(P) = 0

Fn_k(P) = 0 n‘e,q,

n—‘k,eq
2n:7<:eq.
Incégnitas: P = (P, Py, -+, P); Ay s Ak [ |
n—ki

Exemplo 32.1.1. S:2?+¢*+(z—1)*=1
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Flz,y,2) =2 +y"+ (2= 1>-1=0
P4yt 4 (z—1)2=1

0=2\x
Vf=AVF & (0,0,1) = A\22,2y,2(z — 1)) & < 0=2\y
1=2\z-1)

l1=2\z—-1)=2 A #0=>2=y=0=>2=2Vz2=0

2 solugoes: (0,0,0) e (0,0,2)

f continua, S compacto = 3 maximo e minimo.

£(0,0,0) = 0= (0,0,0) min, (0,0,2) maz

Exemplo 32.1.2. B ={(z,y,2) e R®: 22 + 9>+ 22 < 1}

flx,y,2) = 2% + 2y% + 427

Quais os valores maximo e minimo de f em B?
f é continua, B é compacto = d méaximo e minimo.

Interior de B : 22 + 1> + 22 < 1

Vf(zx,y,z)=(2x,4y,82) = (0,0,0) =z =y=2=0
= (0,0,0) é o tnico ponto critico de f. (0,0,0) € B.

Hf(0,0,0) =

S O N
O = O
co O O

= (0,0,0) é um minimo local. f(0,0,0) =0

Fronteira de B : 2? +y? + 22 =1

Fz,y,2) =2 +y* +2°—1=0

Pyt 422 =1
Vf=ANVF & (2x,4y,8z2) = A2z, 2y, 2z2)

SR i
2r = \2x -
:L’:O—>4y:)\2y{

sy=z=0=>r==+1
A=2—8& =42 2=0=>y==1
y=0=>2==1

~ 6 solugoes: (£1,0,0), (0,+1,0),(0,0,+1)
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f=a?4+2y* + 422

F(£1,0,0) =1, f(0,+1,0)=2, f(0,0,41) =4

\
(0,0, £1) mazx, (0,0,0) min
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33 Aula de 24 de abril de 2014

Exemplo 33.1. Qual é a distancia minima da superficie esférica da raio 1 cen-
trada na origem ao plano x +y + z = 37

. < 1 1 1 > ( 1 1 1 >
mm =\ —r«—=,——,—F— , mar =|———,———, ———=
V3 V3'V3 3 V3 V3
Porque (1,1,1) é L ao plano.
Como se calcula a distancia ao plano z +y + z = 37

A

Y (xy.z)

.

Ty vetor (1,1,1)

d(x,y, z) = distancia de (z,y, z) ao plano = + y + z = 3 = médulo da projecao
de (z,y, z) sobre (1,1,1) que é (1,1,1). Equivalentemente tem-se:

‘ (x,y,z) i (1’ L, 1)
(L, 1, 1)

r+y—+z
3

(1,1,1)—(1,1,1)H=\/§

_1‘
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Para evitar o problema da nao-diferenciabilidade do médulo vamos usar d?(x, y, z)
(0os minimos e méximos de d e d* coicidem).

2
d2<x>yaz):3(x+g+z_1)

F(z,y,2) =2 +y*+2°—1=0

4yt 422 =1
Vd? = AVF & z (4= - 1) (1,1,1) = A(2z, 2y, 22)
4
9 1
r=y=z=>3" =1l=2>r=+—

\/§
2 solugdes: (%%%) (_%’_%,_%)

A superficie esférica é compacta; d? é continua = 3 maximo e minimo.

*(mw) < (5%

SCEREE &

Integrais de campos escalares em variedades

Até aqui utilizamos o integral para calcular volumes-n em R", agora quere-
mos utilizé-lo para calcular volumes-k em R", (kK < n), por exemplo, a area (=
volume(2)) de uma superficie em R3.

Da mesma forma que os intervalos em R™ (paralelepipedos-n) serviram como
“unidades de medida” de volume-n, as “unidades de medida” de volume-k em
R"™ k < n, serao os paralelepipedos-k.

Dados vy, --- ,v € R”, linearmente independentes, qual é o volume-k do para-
lelepipedo-k por eles formado?

Esse volume é dado da seguinte forma:

Seja E a matriz n x k:

| |

E=|v - v

[ETE);; = vi - v

ETE k x ]f, (ETE>ZJ =V V5 = (ETT)jZ
O volume-k é V (vy, -+ ,v;) = y/det(ETE)
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Nota 33.1. Esta é a tnica funcao de vy, - - - , v; que satisfaz uma lista de propri-
edades naturais que o volume-k tem que satisfazer. [ |

Exemplo 33.2. k=1, veR"
vol —1 = comprimento = ||v||; (ETE)1; = v-v = ||[v]|?; /det(ETE) = /||v]|? =
[|v]] u

Exemplo 33.3. k=2,n=3

IR®

Area = ||vy X vg|| = [|v1]] X [|ve]] X |sin )]

V1 -V1 V10
ETE =
U1+ V2 V2V

det(ETE) = ||U1||2‘||U2||2—||Ull|2-||U2||2><COS20:
= lul? - [|oa] [ x (1 = cos®0) =

= HleQ : HU2H2 X sin? 0 =

= Jdet(ETE) = |jv1]] - ||va]] x sinf =

= |Jv1 X vo|
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34 Aula de 28 de abril de 2014

Seja M C R™ uma porcao parametrizavel de uma variedade-k (ou seja, uma vizi-
nhanca de coordenadas).

Seja f: M — R. Como deﬁnir/ f?
M

F 3 A f

IR"k IRAn /’—\

@ —

t=(t1, } , tk)

IR

4

¥

g parametrizacao

g(V)=M

f=
M

Uma ideia seria integrar fogem V.
Para isso temos que corrigir as deformacoes de volume-k causadas por g.
Seja a € V e P um pequeno paralelepipedo-k perto de a, com arestas:

(Atlvouov"' 70)7(07At2a07"' 7O)a"' 7(070"" 707Atk)

Volume-k(P) = Aty, Atg, - -+, Aty.

Em geral g nao é linear e por isso g(P) nao serd um paralelepipedo-k.

No entanto, como ¢ é diferenciavel ela é muito bem aproximda, perto de a, pela
transformacao linear

Dg(a) : R¥ — R"

Como Dg(a) é linar, transforma P no paralelepipedo-k definido pelos vetores

S - -
' | | 5
0 o o 0
g g 0
Dg(a) | &ty | = | 7, (@ o @ || AL —Atja—f(a)
0 | ’ 0 J
U [ 0 ]
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, ou seja, as arestas de Dg(a)(P) sao:

99
ot

Logo o volume-k de Dg(a)(P) é:

P
(@)At, -, a_i(a)Atk

Vol — k(Dg(a)(P)) = At, - - Aty /det(Dg"(a) Dg(a))

volume(P)

ou seja, localmente em a € V', g afeta os volumes-£ multiplicando-os por um fator
de

Vdet(Dg" (a)Dg(a))
Logo, faz sentido definir:
Definicao 34.1. M C R" vizinhanca de coordenadas de uma variedade-k, k < n.

g:V C R¥ — M, uma parametrizacao, com g(V) = M. f: M — R. Define-se o
integral de f em M por

/M f= /V f 0 9/det(Dg" Dy)

, caso exista. [}

119



to(ted, ..., tok)

Aplicagoes:
1. Volume-k(M) =/ 1;
M
2. Se M tem densidade de massa a : M — R, a massa total de M é

massa(M)z/Ma

3. Centro de massa:
7 = —1 / -’
massa(M) Ju
4. Centréide:

7 = ;/ 7
volume(M) [y
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5. Momento de inércia:
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35 Aula de 30 de abril de 2014

Exemplo 35.1. Comprimento de um caminho (ou curva).

Y semereneees il
F 3 _1-_‘-+'+ gamma(h)

IRAn c .

*
Wt
wt

-
L
"L

gammaf(a)

v : la,b] — R"
v é uma parametrizacao da variedade-1, C
n(t)

Dy(t)=| A (1) = (n(t), -, 7.(t)
Yn(t)

Dy Dy =7'(t)-+'(t) = Il ()II”

Vdet(DyTD7) = |1y (t)]]

b
Comprimento de C' = L¢ = /1 ||y (®)||dt

Exemplo 35.2. C circunferéncia de raio R, 22 + 3% = R?
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theta

() = (Rcos b, Rsinf)

6 €]0, 27|
7' () = (—Rsin6, Rcos)
V(O = R
2
LC:/Clz/le9:27rR
0

Exemplo 35.3. Area da superficie esférica de raio R.

Area(S) = /1
s
g(0,¢) = (Rcos@sinp, Rsinfsin g, Rcos ), 8 €0, 27[, p €]0, 7|
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dg g —Rsinfsing Rcosfcosy

Dqg(0,p) = 90 Dy Rcosfsiny Rsinfcosp
| | 0 —Rsing
H@ " 9909
. 00 06 Dy  R2sin2f 0
Dg" Dg = og0g lloglP | =1 o Rg}
wor |3

Vdet(DgT"Dg) = H% X 991) _ R?sin ¢

dp

T 27
Area(S) = / 1= //1R2 sin pdfdyp = 27TR2/SiIl odp = 4T R
S
0 0

0

Exemplo 35.4. Seja M a superficie em R?® dada por:

z =%+
l<a?+y?<4

, com densidade de massa (por unidade de drea) a(z,y, z) = z.

9(p,0) = (pcos, psind, p*), p €]1,2[,60 €]0, 27

dg g cos) —psinf
Dg(p,0) = 8_;) 99 | = | sin® pcost
2p 0
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dg|[* g0y
. apll  dp aa
Dg"Dg =
8p 0 dp

dg 0
det(Dg"Dg) = Ha—i X a—g = pv/ 1+ 4p?

2 27
Area(M):/ 1://1p\/1+4p2d9dp:---
M
10

2 27

Massa(]\/[):/ a:// p* p\/1+4p2dbdp = - - -
M 1 1 o

Coordenada z do centro de massa de M

1 1 2 27 ) )
> = —-——— == - A/ ]_ 4 2d9d i
: /M - massa(M) /1 /o v,O \/p VIR g

massa(M)

21
Ix (M):/ad?)(—// psm 204 p*) p/1 + 4p2dfdp = - -

2+22 d2

dx(z,y,z) = distancia de (z,y, z) ao eixo dos zz = \/y? + 22.

Integrais de linha de campos vetoriais
(& trabalho de uma for¢a)

H& grandezas, como o trabalho de uma forca ao logo de uma curva, que sao
descritas por integrais que dependem da parametrizagao a menos de sinal.
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f
IR A

................ )
4"
.
4 e memmmmsmmaa.
SRl >® ¢
alpha RO
¢' ¢"
. e
T, Sy " 4"-
. .
. .’ beta

/ Lo’ ’ ——» f campo de forgas
€

Trabalho de f ao longo de @ = —trabalho de f ao longo de f.

[ ria=- [ a3
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36 Aula de 2 de maio de 2014

f forca constante.

f [ theta

Trabalho = f-d = || f]| - ||d|| - cos

f:R™ — R™ campo vetorial continuo (forga). C' variedade-1.

et f\.‘ﬂ g(b)

IR~n f/ -
"g(t0+delta t)

g : la,b] — R"™ parametrizagao de C.

Para At pequeno, o pedago de curva C' entre g(ty) e g(to+ At) é bem aproximado
pelo vetor ¢'(to) At.

Como f é continuo, a contribuicao deste troco de curva para o trabalho é apro-
ximadamente

f(g(to)) - g'(to) At

Deste modo:

Defini¢ao 36.1. Seja g : [a,b] —> R"™ uma parametrizagao de variedade-1, C' C
R". Seja f : R™ — R™ um campo vetorial continuo. Define-se o integral de linha
ao longo g (= trabalho de f ao longo de g) por

| #da = / Flg®) - g (t)dt
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Nota 36.1.

1.

O trabalho serd tanto maior ou menor consoante f(g(t)) e ¢’(t) apontem ou
nao para o mesmo lado, i.e., consoante f(g(t)) - ¢’(t) é maior ou menor. Em
particular, se f L C o trabalho é nulo.

2. Quando estamos a integrar um campo escalar sobre C, é o fator \/det(DgT Dg) =

l|l¢'(t)|| que aparece no / (integral) (e o / é igual para todas as parame-

trizagoes). Por contraste, aqui o que aparece no é o préprio ¢'(t).

[ |
Teorema 36.1. Sejam «, § parametrizacoes da variavel-1, C' C R", entao
/ fda =+ / fdp
Com + se a, 8 tém o mesmo sentido, e com — se «, § tém sentidos opostos. |

Exemplo 36.1.1. Trabalho de uma forca constante

f:R" — R" com f(z) = a € R",Vz € R" constante.
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IR~n g(a)-g(b)

g(a)

g : la,b] — R"™ parametrizagao de C.

J a5 = / Flo(t)) - o' (t)dt =

n b
= >y [ gt -
= > asl(t) - g(a) =

= « - (deslocamento)

= As forcas constantes sao conservativas. [

Definicao 36.2. Um campo vetorial em R" diz-se conservativo se VP, P, € R"
os trabalhos ao longo de todos os caminhos que ligam P; a P, sao iguais. |

Exemplo 36.2.1. Conservacao da Energia Mecanica
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e i g(h)
IR™Mn
;
g:la,b] — R
f:R* — R"
Uma bola de massa m percorre a trajetéria g(t) sob influéncia da forga f.
Posicao(t) = g(t)
Velocidade(t) = ¢'(t)
Aceleragao(t) = ” g"(t)
Lei de Newton: f ma

Flg(t)) = mg"(®)

Calculo auxiliar

%”g'ﬁfﬂl2 = %(g’(t) () =
— g/’(t) g’( )+g() g”(t) _

/fdg - /bf<9(t)) J(t)dt =

Trabalho de f

- /—|| It —

= Zld®I? -l @IP =
= k(b) — k(a)
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k € a energia cinética.
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37 Aula de 5 de maio de 2014

¢ : S — R campo escalar de classe C*

g(@)

IR*n
9(b)

g :la,b] — S caminho em S.

d
2 (209)(t) =Ve(g(t) 0 ¢'(t)
Trabalho de V¢ ao longo de g:

b

b
[votswnegty = [ G@og-
o) — 6g(a) =

(
(pto final) — ¢(ptoinicial)

Logo, / V¢dg s6 depende do ponto inicial e do ponto final = V¢ ¢é conservativo.

Seja agora, S C R™ aberto, f : S — R™ campo vetorial continuo, conservativo.

IR*n

\ 4
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P
Seja ¢ : S — R dado por ¢(P) = /f = trabalho de f ao longo de um caminho

Py
que ligue Py a P.

¢ esta bem definido porque f é conservativo e o trabalho nao depende do caminho
seguido entre Fy e P.

Facto 37.1. V¢ = f = as forcas conservativas sao gradientes. |

Teorema 37.1 (Teorema fundamental do cdlculo para integrais de linha). S C R”
aberto. f : S — R"™ campo vetorial continuo. f é conservativo em S, ou seja, sse
3Q : S — R de classe C! tal que f = VQ em S.

Além disso,

/ VQdg = Qg(b)) — Q(g(a)), 9 < [a,b] — S

Se f=VQ em S, () diz-se um potencial para f em S.
Se @ é outro potencial para fem S, entao Q = Q + constante:

VQ=£VQ=f = V(Q-Q) =VQ-VQ=
= f—f=0=Q — Q = constante < Q = Q + constante

A constante Q — Q pode entender-se através da escolha de “ponto base” Pj:

P
PO
P~0
P P
QP)= [ f,QP)= [ f
from]

constante
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Exemplo 37.1. Q:R3\{0,0,0} — R

Qz,y,2) =R", n€Z, R=+/2> 4+ y>+ 22

oQ Lo 0Q o, 0Q _
X — nR" 2 X — nR" 2 Z* — nR" 2
or 1t Ty T Mgy Ty F
VQ = nR"*(z,y,z) é conservativo. [
Exemplo 37.2. Potencial gravitico de Newton
m
R
M
R
R=(z,y,2), R=/a® +? + 22
GMm
In=VQn; Qn = R
caso n = 1 do exemplo anterior.
A forca gravitica de Newton é conservativa. [

Seja agora, S C R™ aberto.
g : la,b] — S caminho fechado em S, ou seja g(a) = g(b).

9(a)-g(b)
f: 8 — R” conservativo = f =VQem Se /Vng = Q(g(b))—Q(g(a)) = 0.
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beta”(-1)

B~! é o caminho 3 percorrido em sentido oposto. = B! apdés a é um caminho

fechado.
:>/fdoz—}—/fdﬁ_1:O<=>/fdoz—/fd5=0<:>

[ ia= [ a5
y

f € conservativa

Teorema 37.2. S C R" aberto, f : S — R" campo vetorial continuo.
f é conservativo em S (< f é gradiente em S) sse o trabalho de f ao longo de
todo e qualquer caminho fechado em S é nulo. |

S C R™ aberto.
f S — R" campo vetorial conservativo de classe C! = f = VQ, Q de classe

C2.
0%Q 0%Q
Enta =
HAo, &rzax] a{L’]al’Z
Q)
= & f. = —2
f=vQe =gt
of;  ofi . .
L d — Vi,j=1,---
Ogo axl a:L_j 9 7/7 j 9 3 n
Definicao 37.1. Um campo vetorial de classe C*, f : R® — R" diz-se fechado
se
ofi _ofi . .
= Vii=1.---
al'j afz y Vi, ] ) y 1
[ |
Teorema 37.3. S C R" aberto; f : S — R" de classe C.
Se f é conservativo em S entao é fechado em S. |
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38 Aula de 7 de maio de 2014

Quando ¢ : [a,b] — R™ é fechado, i.e. g(a) — g(b), é costume escrever-se %fdg

para / fdg.

Existem campos vetoriais fechados que nao sao conservativos.

Exemplo 38.1.  “Ralo da banheira”
fRA{(0,0)} — R?

_ Y X
f<x7y)_ <m2+y27x2+y2>

Sera que f é conservativo no seu dominio? Nao!
Jfa  0fi y? —?
é fechado: — = — = -——"——.
Ié Ox dy (22 +y?)?

Como f ¢é tangente a circunferéncia C

}{Cf>0
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= f nao é conservativo no seu dominio.
Célculo do trabalho de f ao longo de C"

(1)

C raio Ry; parametrizagao: ¢(0) = (Rgcos(f), Rysin(f)),0 € [0,27] = ¢'(0) =
(— Ry sin(0), Ry cos(0)).

2m 21
— in(6 0
%fgd = / ( Ho s;n( ), Ho co2s( >> - (—=Rysin(0), Ry cos(9)) df = /1d9 =21 #0
Rg Rg

0 0

Nota 38.1. j{ f nao depende do raio Ry [ |
c

Facto 38.1. (a compreender posteriormente): j{ fda =27 [ |

O que acontece se tentarmos calcular o potencial para f?

R
2 2
f=Veos _g_g_“f‘;y
2T 0y a2y p

\’

o(z,y) = arctgy + constante = 0(x,y) + constante
x

A fungdo 6(z,y) nao é de classe C' em R?\{(0,0)} porque é descontinua no

semi-eixo . ; 0 logo f nao é conservativa no seu dominio R*\{(0,0)}.
. =0 , :
No entanto §(x,y) é de classe C' em R\{ 9y3> 0 } e f é conservativa nessa

regiao.

A
y
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¢ a5 =o: [ rdg=ota) - oip

Em

£\
193
\

)

X »
f é conservativo.
Como veremos, numa regiao da forma
A
y
ol >
f é conservativo.
Exemplo 38.2. f:R*\{(0,0)} — R?
x Y
flz,y) = ,
Vi g2 a4 y?
A
y
A /
< o —

SN
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/7 : - 1
f éradial, f(z,y) = —\/m(%y)
fr-osic
c
oft  0fs . — Ty

é fechado: — = — = —-—.
/ dy O (22 +42)2
f serd conservativo no seu dominio?

7 Op x
1= — = —F/——
_ Or /a2 +y?

Ay a2+ 2
1* equacao: p(z,y) = Va2 + y> + a(y)
Iy y / y .
—/ = +a(y) = = a €
ay /2 + y2 ( ) /2 + yz
constante.

o(z,y) = /22 + y? + constante, é de classe C* em R?\{(0,0)}; Logo f é con-

servativo no seu dominio.

Substituindo na 2* equacao temos:

alpha
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39 Aula de 8 de maio de 2014

S C R™ aberto.
f: S — R" classe C1.
f conservativo em S < f é fechado em S

ofi _9fi . .
= — 1 “ e
(ax‘j axl7vz7] Y 7n>

Teorema de Green no plano

Retangulo R C R? dado por

{xo§x§x1
Yo <y <1y

YL fennnnnes

YO fennnnaas

v

x0 xll

OR=AUBUCUD
Seja f = (f1, f2) de classe C' em R

- e fi L
— /flxyoder/fgxl, Ydy — /f1xy1d$—/fzxoa )dy =

- / (o) = e+ [ [fa(or.g) = folan )y -

_ o 1
= / [ i 8—y($7y)dy

dx—i—/y { xl%(x,y)dx] dy =
_ of2  0h
- ], (G5

0
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Ofs  Ofi
ng (a—x - a—y) oy

O resultado também é valido para regioes limitadas por graficos.
Uma regiao em R? diz-se y-simples se é da forma:

A

4 h1(x)

x0 x1 x”

hi(z) <y < ho(x) com hy, hy classe C.

Uma regiao em R? diz-se x-simples se é da forma:

A
y

Y1 pemmmmmee e
g0(y) < 2 gl(y)
N e

91(y) <z < ga(y) com gy, go classe C.

—)
x’

O resultado acima é vélido para uma regiao que seja simultaneamente x-simples
e y-simples.

Fronteira de U

fur= I (5 -5 )

Uma regiao D C R? diz-se simples se puder ser decomposta numa unido finita
de regioes simultaneamente x-simples e y-simples.
DCR2,0D=aUp
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Aplicando o resultado de cima a sub-regices de D simultaneamente z-simples e
y-simples observamos que a contribuicao para o trabalho das arestas internas é nula.

Logo:
e fri 1 ] (02 %5)

Teorema 39.1 (Green no plano). Seja D C R? uma regiao simples limi-
tada exteriormente pela curva fechada « e interiormente pelas curvas fechadas
B, B2, B3;0D = aU B U By U B3.

Orientemos « no sentido anti-horario e 31, 52, 83 no sentido horario.

Seja f um campo vetorial de classe C' em D.

//D(alf2 — o f1)dzdy = ff.. .

Exemplo 39.1.1.

gamma
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0D =; f(z,y) = (£, %), classe C*! em R?.

Of 0fi 1 (1) _,
oxr Oy 2 2)

Area(D) // ldxdy = // <% — 8_)2) dxdy = ]{fd’y

Exemplo 39.1.2.

D/\ gamma
T

v(0) = (Rocos(0), Rysin(h)), 0 € [0,27] = +'(0) = (—Rysin(#), Ry cos(h))

7{ Fdry = / ( Rosm(e),ROwS(Q)) (= Ro sin(0), Ry cos(6))d0 —

2

[ B3 >
= Tdﬁ = R; = Area(D)
0

Y
E/'\ gamma
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f(x.y) = (arctg®s® + 27 + 2y, cos” y* + e — 3)

%fdvz?
Four= [ (52 5y ) wto= [ (-5 2=

//]3(—5) — —5 x Area(D) = —57
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40 Aula de 9 de maio de 2014

Definicao 40.1. S C R" aberto. Dois caminhos fechados contidos em S, «a e 3,
dizem-se homotopicos entre si em S, se for possivel deformar continuamente um no
outro, preservando os sentidos, sem sair de S. [ |

Exemplo 40.1.1. R*\{P, P2} a ~ 3 (a é homotdpico a f3)

by

v ~ lponto (1 ponto é o caminho constante com velocidade zero.)

p~qY~(q
d~qg, g~y =0~

a o 1ponto = o ¢ ) (devido aos sentidos)
a ot &€ o 1ponto, A o4 o

Definicao 40.2. S C R" aberto em S diz-se simplesmente conexo se qualquer
caminho fechado contido em S é homotépico a 1 ponto, em S [

Exemplo 40.2.1. R" ¢ simplesmente conexo. |
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Exemplo 40.2.2. R*\{(0,0)} nao é simplesmente conexo.

A
y
w’\ N
A\ 74 X »
alpha
a o 1ponto

Exemplo 40.2.3. R3\{(0,0,0)} ¢ simplesmente conexo.

A
z

—

\ 4

alpha

Exemplo 40.2.4. R?*\leizo nao é simplesmente conexo.

A

alpha
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a 4 1ponto

Exemplo 40.2.5. Um conjunto em estrela é simplesmente conexo.

0 0
Seja agora, S C R? aberto, f: S — R" classe C* fechado i.e. 8_f2 = a—fl
T Y
«, # caminhos fechados em S, homotdpicos em S.

beta

alpha

a—p
DcCS,0D=aUp

Pelo Teorema de Green
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dfs  0fi B
/ /s o Dy dxdy =0
N——

=0

T.Green

b )
ngfszda—]{fdﬁzo
y
¢ fia = ¢ a5

Logo,em S C R?, se o« ~ B em S e f é fechado em S entao

¢ fia = ¢ a5

Em R3, o mesmo resultado é vélido, gracas ao teorema de Stokes, que serd
abordado mais adiante nestes apontamentos.

Em R", o mesmo resultado é valido gragas ao teorema de Stokes generalizado
(que nao faz parte do programa de CDI-II).

Teorema 40.1. S C R" aberto: f : S — R” classe C*!, fechado. Se «, 3 sao
caminhos fechados contidos em S e homotodpicos entre si em S entao:

§ fda = § a3

Exemplo 40.1.1. Ralo da banheira

fen) = (s s ) en VOO,

72 + y2’ 22 + y2
f é fechado.

1D
\fj X>
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Exemplo 40.3.1. S =R*\{P, R} f: S — R" fechado

A
[
"

[ ]
P1

beta

ffd’y:O

f é conservativo em S sse ]{fda =0e ffdﬁ =0 |
Nota 40.1. j{fddz = ?{fda—l-%fdﬁ |
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41 Aula de 12 de maio de 2014

Exemplo 41.1. f(z,y) = ( < i )

22 + 2 22 4 o2
£ RA{(0,0)} — R
f conservativo no seu dominio?

1 B}
¢ radial =——==h
f é radial, f(ftf,y] R (R)R
R=\/22+y% R = (z,y) = [ é fechado:
Ofs  —2zy  Ofi

dr (224922 Oy

v ~ lponto = ]{fdsz

fLC’:>j§Cf:0

= %fdoz = 0,V caminhos fechados em R*\{(0,0)} = f é conservativo.

outra resolucao:

f é fechado = f é conservativo num pequeno disco contido no seu dominio (um

disco é simplesmente conexo).
Tentemos calcular um potencial para f:

8¢_f_ x
_ or l_xQ—i—y?
f=Voe %:f:L
dy 7 a2

. 1
1* equagao: ¢(x,y) = ) log(z® + y%) + a(y).
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Substituindo na 2* equagao:

+d'(y) = 2 3_ 2 = d'(y) = 0 = a(y) = constante

x? + 32
Podemos tomar a(y) a zero.

1
d(z,y) = = log(x* +y?) é de classe C' em R?\{(0,0)} = f é conservativo no seu

2

dominio.

\

gamma(t)

/\q

P
/ﬂhzﬂ@—ﬂm
|
3y 3y 3(z —1) 3z +1)
E lo 41.2. B
xemplo f($7y)((x_1)2+y2+(I+1)2+y2’(x—1)2+y2 (z+1)% 4+ y?

€1m RQ\{(_L 0),(1,0)}

7\ £\ C A

f=h+yg
—3y 3(z—1) )

(= D2 (= D242

M%WZ(
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g(x7y):(( 3y ’—3(x+1)2)

cr Dy D2y

h = “Ralo da banheira” x3 (centrado em (1,0)).
g = “Ralo da banheira” x(—3) (centrado em (-1,0)).
h, g fechados = f fechado.

ja{fda— ?{hda + ]{gd(x ) =467+ 0= +67

=+6m7 (porque h=3x ralodabanheira) =0 (porque a~1lponto,em Dy)

]{fcw: j{hdﬁ + f{gdﬁ =067 =—6r

——

0 (porque a~1ponto, em Dp,) =—6m (porque g=—3X ralo da banheira)

]ffda_j{hd5+]§gd5_7{hda+]§gdﬂ_o

7+67r

f € conservativo no seu dominio? Nao! Por exemplo: 74 fda = +67 # 0.
Em R?\ {segmento de reta que liga (—1,0) a (1,0)} f é conservativo.

gamma

]{fdv =0 (v~ lponto)

ffdA—o

A ) thetal salta +2pi
theta2 salta -2pi theta2 salta -2pi

\ 4

theta

A
/ /

thetal+ theta2 é
continuo
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42 Aula de 14 de maio de 2014

Teorema da divergéncia

Definicao 42.1. D C R"™ aberto. D diz-se um dominio regular se é uma regiao
simples limitada por uma variedade—(n — 1) compacta, dD. [ |

Exemplo 42.1.1.

Fronteira de D

\ 4

— y

y

\

D C R" dominio regular.

Fronteira de D

IR*n

\ 4

-

Em cada P € 9D, com 9D variedade—(n — 1) compacta, dimTpdD+ = 1.
Em TpOD+ existem dois vetores unitérios. O que aponta para fora de D chama-
se normal exterior unitéria a dD em P e designa-se por v(P) ou neu(P).

154



nu

Fronteirade D

Como 9D é uma variedade—(n — 1) o campo de normais exteriores unitarias
v:0D — R" é continuo.

Definicao 42.2. S C R" aberto, f : S — R" campo vetorial de classe C'. A
divergéncia de f é o campo escalar div(f) : S — R com

,onde f = (f1, -, fn). Outra notagao utilizada é V - f. [

n = 37R37f = (f17f27f3) classe Cl'

Tnud
|
nu3 .
ZA nu5 ‘
< v T
nul

|

nué *

\4

— y

xo<x <1
Vid v<y<uy
20<z<2zn

v = (1,070) Vy = (0, 170) Vs = (—1,0,0)
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vy =(0,0,1) w5 =1(0,—1,0) v5=(0,0,—1)

/de(f) - /dm/dy/ [%+% % _

= / /[f1($1,y, z) — fi(wo,y,2)]

Yo 20
+/dy/[f2($,yl72) — filx, 0, 2)]
1 Y1

+/dy/[f1(a:,y,21) — filz,y,20)] =

= /Al;(:/l+y0/Asfy3+[42fy2+[45fy5+A4fV4+ AGfVﬁz
— fv
[l ],

oV
O que acontece se juntarmos dois paralelepipedos?

A
l
< Vi —1>
< V2 —_1>
|
v
V=Vul,

/de(f):/Vldw(f)Jr/VZ)diU(f):/av1fu+ é%fu: avfy
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A contribuigao da face interior anula-se.

O resultado é valido para parelipipedos em R".

O resultado é valido para regides simultaneamente x;-simples, xo-simples,- - -,
z,-simples. (A regido é xj-simples se x; varia entre os graficos de duas fungoes de
classe C'' das restantes varidveis).

Numa regiao simples D (i.e. uniao finita de regioes simultaneamente x;-simples,- - - |
T,-simples):

IR*n

/ x L y
X

As contribuicoes das hipersuperficies internas anulam-se:
[ it = [ fev
D oD

Teorema 42.1 (Divergéncia). D C R" dominio regular.
f: D — R" de classe O, continuo em D U dD.

Entao / div(f) / fv, onde v : 0D — R™ é o campo de normais exteriores

unitarias na variedade-(n — 1)0D. [ |

f - v chama-se fluxo de f através de 9D no sentido da normal v.
oD

nu

IR*n

/ r o y
X
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O fluxo é uma medida do quanto f aponta na direcao e sentido de v.

Exemplo 42.1.1. n =1, o Teorema 42.1 (Divergéncia) é o Teorema fundamental
do calculo:

D IR

0O 0O

7 A4
<— a b —»
-1 +1

0D = {a,b} (var —0)

“/Ddz'vfz/b%dx:/anVZHf(b)—lf(a)Zf(b)—f(a)”
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43 Aula de 15 de maio de 2014

Exemplo 43.1. D bola 22+ 3% + 22 < R? em R3 R > 0.

[y, 2) = (2,9, 2)

=1

=0

y=-1 y=0

y=1

0D ¢ a superficie esférica de raio R.

_Ox 0Oy 82_3

div(f)_%+0_y+$_

/ div(f) = / 3= 3 x Vol(D) = 47R®
D D
v(z,y,z) = }%(x,yw) em 0D

fov=(e,2) (5, 2) 5 = R em 0D

f~1/:/ R =R x Area(0D) = 47 R?
oD oD

2 +y? <1
O<zxl1

fla,y,z) = (%07, 2)

Exemplo 43.2. D: {
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= 0.875

=05

z=0.125

oD=AuBuC

/Dd“f(f an V—/f VA+/f VB+/f Vo

dw(f) =32" +3y* + 1

/dw /// (1+3p%) pdzdpd9—5

B: v =(0,0,-1)

VB:—z—OemBﬁ/f vg =0

QVC_(O>Oa1>

-VC:zzlemCé/fw/C:/1:Area(C):7r
c c

9(8, 2) = (cos(8),sin(6), z)

&h

&

—sin(d) 0
99 09 | _ cos(f) 0
|

Dg(0, 2) =

|

0 €]0,2x], z €]0, 1]

dg Og
20 e & sao tangentes ao cilindro, logo:
ag ag ?1 €2 €3 B )
% %9, = det [ —sin(f) cos(@) 0 | = (cos(0),sin(d),0)

0 0 1

= 0 sinal a considerar é o +.
(cos(#),sin(#),0
) E)
|55 > 32|

160
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(‘99 89

det(Dg" Dg) = 20 %9,

~—

super ficie em R3

o // R ’z"(mﬂa H H
B / 2ﬂ/ (cos"(6) + sin(0))dzdf = - - =
/dw /fVA+/fVB+/fyC

é
=27

dfdz =

Em R?, o Teorema da Divergéncia ¢ equivalente ao Teorema de Green.

Fronteirade D

nu

f = (fla f2)
Seia o campo (fo, — ).

[ 15 =5l e = [ = [, 7+

fLf v L vetor velocidade.
Aplicar o Teorema da divergéncia a f < Aplicar o Teorema de Green a f.

Significado geométrico/fisico da divergéncia
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Frontelra de B

& 2
< >

B é uma pequena bola centrada em P.

div(f >O«/->/dw ) >0« fl/>0

" o
— >
' >
Carga positiva ~» div(E) > 0. Se div(f(P)) < 0 entdo a forca é centripeta
(aponta para o centro).

Exemplo 43.3.
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44 Aula de 16 de maio de 2014

Teorema de Stokes

Definigao 44.1. Uma variedade-2 (superficie) S C R? diz-se orientdvel se existir
uma campo vetorial continuo n : S — R? de normais unitarias. Diz-se que n define
uma orientacgao de S.

Por exemplo, a fita de Mobius é uma superficie nao orientavel.

Por outro lado a superficie que se segue é orientavel.

n(P)

v-n(P)

Se S é conexa e orientavel em R? e é limitada por uma curva fechada, essa curva
chama-se bordo de S e designa-se por 0S.
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Fronteirade S

\4

Se S C R? é uma superficie orientdvel com bordo 95, entdo a escolha de uma
orientacao n para S determina uma orientacao, dita consistente, de 0.5, através da
regra da mao direita.

n Fronteirade S

z S n/

\4

“Uma formiga a caminhar sobre S, do lado definido por n, e ao longo de 0S,
deve ter S a sua esquerda.”

Exemplo 44.1.
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LI E.
n S
D n
/x
0S=AUB
|
Exemplo 44.2.
Fronteirade S
|

f = <f17f27f3)

Definigao 44.2. f: R® — R3 campo vetorial de classe C*. Chama-se rotacional de f
ao campo vetorial rot(f) : R® — R3 dado por:

rot(f) = (Oofs — Osfa,03f1 — O1f3,01f2 — Oaf1) =
(3f3 0fy 0fi  0Ofs 0fs 8f1>
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rot(f) =0« f é fechado.
Outra notagao: V x f para rot(f).

Facto 44.1 (Exercicio). div(rot(f)) =0 [

/E\
A S
/ 1

Fronteirade S
Fronteira de V

A\ 4

S ¢é variedade-2 em R3.
g é parametrizacao de S com g(V') = S.

g(8V) = 8S

f: R — RS

[rotnyn= [[ [ = o] anat \:f;n?gv('”): b 1

Teorema 44.1 (Stokes). S C R? variedade-2, orientdvel, com bordo 95.
f:R?® — R? de classe C*.

Entao: / rot(f) -n = 7{ f, onde OS esta orientado de forma consistente com a
as

orientacao n de S. |

Exemplo 44.1.1. D C R3 aberto; f: D — R3 classe C*, fechado < rot(f) =0
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A alpha

Pelo Teorema 44.1 (Teorema de Stokes):

[rotnn=0=¢ s==§riasfras-0= § raa~§rapea~s
£ fechado. n
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45 Aula de 19 de maio de 2014

Exemplo 45.1. S hemisfério norte da superficie esférica de raio 1, orientada com
normal n com n, > 0.

f(ajayaz) = (—y,l‘,Z)

[rottnyn=¢ 1
S s
9S: g(0) = (cos(#),sin(d),0),0 € [0,27] = ¢'(0) = (—sin(h), cos(d), 0)

o7

%95 f= O/(— sin(#), cos(6),0) - (—sin(d), cos(),0)dd = /1d¢9 =9

S:rot(f) =1(0,0,1—(—1)) =(0,0,2)

g(0,¢) = (cos 0 sin ¢, sin O sin ¢, cos @), 6 €]0, 27|, (b]O, g[

—sinfsin¢ cosfcos ¢
Dg(0,¢) = % g—i |: cos fsin ¢ Sinﬁcosqb]
0 —sin ¢
.
dg ., 0
n=d= 8_gxa_g
dg ., @
5]
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€1 €2 €3

8g gg = det | —sinfsing cosfsin ¢ 0 =
¢ cosfcos¢p sinfsing —sing
= —(—cosf?¢, — € Osin® ¢, —sin ¢ cos ¢)
<0

(cos 6 sin? ¢, sin § sin® ¢, sin ¢ cos ¢)

/002**81H¢COS¢H ZHdﬁbdez
0

agxag

39 9g
X 5

/Smt(f)-n _
-/

= 27

MD\

2 sin ¢ cos pdopdh =

7r

sin 2¢d¢ =

CNO\

= 27

Potencial vetor

f:R3 — R3, classe C1.

Se h: R? — R3, classe C? com rot(h) = f, entao h diz-se um potencial vetor
para f.

Como a div(rot(f)) = 0 é necessério que a divergéncia de f seja 0 para que
exista um potencial vetor.
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Se h é outro potencial vetor para [, entao TOt(iL —h) = 0 ou seja h— h é fechado.
Por exemplo num conjunto em estrela h = h + V¢ para ¢ : D — R.
Em R3, é possivel escolher ¢ de modo a garantir que A1 = 0 ou hy = 0 ou hs = 0.

>+t =1

2l < 1 , orientada com normal n “exterior” ao cilindro

Exemplo 45.2. {
4y =1.

f(xaya Z) = (Oa —Z, _y2)

Utilizando o Teorema 44.1 (de Stokes), calcule / fn.
S
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zzl/B_\/

nu
A
nu y”
<«
X
yd A z=-1

div(f) = 0; o dominio de f é R3 que é conjunto em estrela = Jh : R — R3,

com rot(h) = f.
/Sf-nz/srot(h)w:fgsh:jthrﬂh

Oshg — O3hy = f1 =0
TOt(h) = f e aghl — 81h3 = f2 = —Z ,h3 =0
O1hy — Oohy = f3 = —3/2

1* equagao: Oshe =0 = hy = a(z,y);
P

2% equacao: shy = —z = hy = —% + b(x,y);
Substituindo na 3* equagao: d1a — (0 + 02b) = y?, por exemplo a = —zy? b = 0.

2
h(l’,y, Z) = <_3a _xy27 0)
A: g(0) = (cosf,sinf, —1),0 € [0,27] = ¢'(0) = (—sinb, cos b, 0).
2w 2

. .
/h:/<—§,—cosesin29,0) '(—sinH,COSG,O)Z/{Slge—cos2ﬁsin29 do
A
0

0

B: g(0) = (cos @, —sind,+1),60 € [0,27] = ¢'(0) = (—sinb, — cosb,0)

21
1
j([h N /<_§’_608981ﬂ2970)~(—sin6,—cose,0)d9:
B 0
27 . 6
— /(Slg +cosQQSin29) df =
0
= — 9 h
A
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]if‘n:/srot(h)-n:]gsh:jih_i_ﬁh:o
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46 Aula de 20 de maio de 2014

nu
zA Fronteirade D

nu

IR3

— y

\4

Interpretacao fisica/geométrica do rotacional

rot(f)

Fronteirade D
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rot(f)(P)7é0->7“0t(f)-n>0:>/Tot(f)-n>0:> f>0
D oD

“f tem circulag¢ao nao nula ao longo de 0D
Exemplo 46.1. S C R3 superficie fechada.

nu
nu

nu

S=0V;f:R* —R?

/Tot(f) Mgt = / div(rot(f)) = 0 porque div(rot(f)) = 0.
S \%

Ou seja, o fluxo de um rotacional através de uma superficie fechada em R? é
nulo.

Explicacao com Teorema de Stokes:

S:S+US_,3S+:3S_204

/Srot(f)-next:/S+7’0t(f)-nezt+/rot(f)~nm:7{fda—j§fdazo
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2 =y + 22
Exemplo 46.2. M C R3 superficie dada por { 1 < y?+ 2?2 <4 orientada com

z>0
a normal unitaria n com n; > 0.

Seja f(z,y,z) = (2z, —y, —z). Calcule o fluxo de f através de M no sentido de
n:

1. Pela definicao;
2. Pelo teorema da divergéncia;
3. Pelo teorema de Stokes;

4. Calcule o fluxo de rot(f) através e M no sentido de n.

\ 4

1. Pela definicao: g(p,0) = (p, pcos@, psinf), 0 €]0,2x[, p €]1,2|

dg 0y L0
Dg(p,0) = 3, 50 cos) —psinf
P sinf  pcosf
.
ag . @
p— g O A0
ag . @
€1 €9 €3
?x%:det 1 cosf sinf | =( p ,—pcosh,—psinf)
p 0 —psinf pcosd SOt

(p, —pcosf, —psinh)

n —=

99 99
op * 96
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2 27

/f'n = //(Qp,—pcose,—psine)-(p’_pcose’_psme) @x@ dfdp =
M dp 00

99 o 99
10 ’apxae
2 2

= / / 3p°d0dp =
1

0
2

p=1

= l4rx

2. Pelo Teorema da divergéncia

f(.’]?,y,Z) = (2.’1,’, —-Y, _Z)
8V - M U T1 UT2

/de(ﬁ=/8Vf~nm=—[wf-n+/Tlf~nTl+L2f-nT2

div(f):2—1—1:0w/vdiv(f):0

Ti:np = (1,0,0), f-np, =22 =4 em T}.
f-nn :/ 4=4x Area(T)) = 167
T T
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Ty: np, = (=1,0,0), f - np, = =22 = =2 em 1.
/ fnp, = / (—2) = =2 x Area(Ty) = —2rm
i) T

/d“}(f): f'next:_/f'n+ f'nT1+ f-nT2:147'(
4 M \Tl \Tg

oV

J/

N~ g

=0 =167 —27

3. Pelo Teorema de Stokes

i i,
|

L
x=1.25 %= 0.625

OM =aUpf
div(f)=2—-1-1=0

Dominio de f é R3 que é conjunto em estrela = 3 potencial vetor h, rot(h) = f.

/Mf-n:/Mrot(h)-n:nghthda—i—%hdﬁ

82h3 — 83112 = f1 =2z

=0

~ =
TOt(h) =f— Oshy —01hs = f2 =—y ,h1=0
=0

=
O1hy — Oohy = f3 = —2

2* equacao: —O1hg = —y = hy = 2y + a(y, 2)
3* equagao: d1hy = —z = hy = —zx + b(y, 2)

Substituindo na 1* equagao:

(x+32a)—(—x+8gb):2x<:)2x+32a—83b:2:c@82a—(93b=0
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Podemos tomar a = b = 0.
h(z,y,z) = (0, —zz, zy)
a: a(f) = (2,2cos0,2sin0),0 [[0,27] = o/(0) = (0, —2sind, 2 cos o)

2w
27
%hda = /(0, —4sin#,4cosf) - (0, —2sin 6,2 cosb)dh = / 8dH = 167
0
0

B: B(0) = (1,cos 0, —sinh), 0 € [0,27] = ['(6) = (0, —sin 6, — cos 0)

2

2w
%hdﬁ = /(O,sin@,cos 6)-(0,—sinf, — cos0)dh = /(—1)d9 = 27
0

0

/Mf-n:/Mrot(h)-nznghzjéhda+7§hdﬁ=167r—27r=27r

4. Calcule o fluxo de rot(f) através de M no sentido de n.

i i,
|

OM =aUp
/Mrot(f)-n:j{fda—i-]{fdﬁ: aMfZO

(Uma vez que rotf = 0, ou demonstrando que f L awe f L f3)

179



47 Aula de 22 de maio de 2014

Equagoes de Maxwell (1831-1879)

As constantes nao sdo tomadas em consideracao nos sequintes exemplos!
(m=c=¢y=1)

dE)=p (1)
div(B) =0 (2)
rot(B) = J + aﬁ—f (3)
\ rot(E) + %—f =0 (4)

1. Lei de Gauss:

ov==_5

/Vdiv(E):/vp:Q(V)Z/vE'nemt

, sendo Q(V) a carga elétrica contida em V.

2. “Nao existem cargas magnéticas”:
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| —>

3. Lei de Ampére:

Fronteirade D

or
Tomemos —

ot

4. Lei de Faraday:
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n Fronteirade S

y’
/

0 0B
a/SB-n = /Sg-n——/srot(E)-n——fgsE

R. Leibniz

Conservacao da carga elétrica

(3) rot(B)=J+ %—1;7
<~

termo de M azwell

Apliquemos a divergéncia:

div(rot(B)) = 0 = div(J) + % (div(E))

=p

div(J) + %

= 0 Equacao da continuidade (conservagao da carga).
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oS =>5

Q(t) = carga elétrica em V no instante t = / p(t)
v

Qo

dt ot J,
_ 9 _
v Ot
— _/ J - Negt =
—~ ov
conservacao aa carga
- / (~div()) =
.
d
= / [— + div(J)} = 0, Yvolume(V') =
L ldt
= op + div(J) =0

ot
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48 Aula de 23 de maio de 2014

z2=1—a2%— >
Exemplo 48.1. A:¢ 2>0 , orientada com normal n com ny < 0.
y>0

hw,y,z) = (y" cosy +x,1+y,22)

Calcule / h-n.
A

3V=AUT1UT2

/div(h) = /h-newt:
v v
= —/h-n—i—/ h-nTl-i-/ h-np, &
A T T>
~ /hn:/ h'nT1+/ h-nTQ—/div(h)
A T T v

div(h) =1+1+2=4
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Pl e 11
4 4 2 4 Jo s Jo 2 4

Ti:h-npy =—-2z2=0em T; = h-np =0
T1

Ty:h-np=—-1+y)=-1lem T, =

/T2h-nT2 - /T2(—1):—Area(T2):

1

= —/(1—x2)d:c:

-1
1

= —2+/:c2dx:

-1

Exemplo 48.2. S :0 < z = 22 +y?> — 1 < 3 orientada com a normal n com
n, < 0.
F(LC, Y, Z) = <y7 -, COS<:C2 + y2>>

Calcule /rot(F) .

S
Com o Teorema da Divergeéncia:
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8V:SUT1UT2

/S div(rol(F)) — /Wmt(F)-next:

—_——
=0

_ / rob(F) - n + / rot(F) - ng, + / rot(F) - g, =
S T T>

[ J/ (.

J/

=—81 =27

N /Srot(F) n =

= —/ rot(F) - np, —/ rot(F) - np, =
T]_ T2

= 87 —27m =
= Or

div(rot(F)) =0 /Vdiv(rot(F)) =0

TOt(F) = (‘k? *, 81F2 - 82F1) = (*,*, —2)

/T rol(F) - g, = / (2) = 2 x Area(T}) = —8n

T

/T2 rot(F) - nr, = /T2(2) — 2 x Area(Ty) = 27

com Teorema de Stokes:
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) raio=3 3 raio =1
) z=3 z2=0
oS =aUp

/Smt(F)-n:fgSF:ijdmdeﬁ

a: a(f) = (2cosf,—2sinh,0),0 € [0,27] = /(0) = (—2sinf, —2cosb,0)

27 27
]{Fda = /(—2 sinf, —2 cos @, ) - (—2sin#, —2cos b, 0)dl = /4d9 =87
0

0
B: B() = (cosB,sind,0),0 € [0,27] = F'(0) = (—sinb,cos0,0)

2

2
j{Fdﬁ = /(sin@, —c0s6,0) - (—siné, cosf,0)dd = /(—1)d9 = —27
0

0

/rot(F)-n—j{ F—%Fda—i—ja{Fdﬁ—Sw—Qﬂ—Gﬁ
S as

2 o) 2 _9)2 _
Exemplo 48.3. M : { §>+0( vty =2 1 , orientada com a normal n

com n, > 0.

Calcule/ g-n.
M

g(x,y, Z) = (070’ 2)
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\

|

\

|

|

| \

\ |

\ |

I \

\ |

\

| l

\

| \

|

\

\ |

|

i \

| |

{ \

| | |
| \
\ {

| | |

\ \ |
|

| \ J
“ |

- {
r\ ) | =2
-0 ~
- \ \ =0
2| —
~ =

2+ (p-27=1

com Teorema da divergéncia

S S

-
N

ovV=MUT

/ d’l'l)(g) = / g Next =
\4 ov

/g-n—k/g'nTﬁ
M T

/g n — 16w =
= /g n = 167



div(g) =0 — /de'v(g) =0

nr = (0,0,—1);g-np =2

/Tg-nT:/T(—Z):—QXArea(T):—QX(97r—7r):—167r

com Teorema de Stokes

R
NI

[ n_T=(0,0,-1)

/—\ e
rho

OM =aUpf

div(g) = 0, o dominio de g é R® que ¢ conjunto em estrela = 3 potencial vetor

h, com rot(h) = g.
/A/[g-n:/Mrot(h)~n:j§hda+j§hdﬁ

Oshg — Oshy = g1 =0
TOt(h):g—> 83h1—81h3292:0 ,h3:0
O1hy — O2hy = g3 =2

1* equagao: Oshg = 0 ~~ hy = a(x,y)
2% equagao: 0sHy =0~ hy = b(x,y)
a=x

Substituindo na 3* equagao: d1a — Oy = 2 ~~ 0=y
h(z,y, Z) = (_y7 Z, 0)
a: a(f) = (3cosh,3sin0,0),0 € [0,27] = o/(#) = (—3sinb,3cosb,0)
2m

2m
j{hda = /(—3 sind,3cos6,0) - (—3sind,3cosf,0)dd = /9d6 = 187
0 0
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B: B(#) = (cos#,—sin,0),0 € [0,27] = F'(0) = (—sin6, —cos0,0)

2

2m
j{hdﬂ = /(sin@,cos 6,0) - (—sin#, — cosh,0)df = /(—1)d6 =27
0

0
fhda+]§hd@ = 167
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49 Aula de 26 de maio de 2014

Exemplo 49.1.  ¢(t) = (cos(t),sin(t), cos(2t)),t € [0, 27]

HG({L’,:%Z) = (332 _y7y2 —l‘,y2 —.’L’2—|—23)

Utilizando o Teorema de Stokes, calcule ¢ Hdg.

z=a% -y

g parametriza a variedade- 1 C : {

Seja S a superficie dada por:

Entao 05 = C.

fgsH:%Hdg:/Srot(H)-n

’I“Ot(H) = (82H3 — 83H2,83H1 — 81H3,81H —2— 62H1) = (2’3/, 2:[,’, O)
Parametrizacao de S: «(R,0) = (Rcosf, Rsin 0, ﬁ2 cos®  — R?sin® 0), R €]0,1[,0

R? cos(20)
10, 27

6’| (9| cos 0/ —Rsinf

Da(R,0) = ga ga ) sin 0 Rcos®
8|R 8|0 2R cos(20) —2R?sin(26)

g_% % 804
€1 ()] €3
g—; X % = det cos 6 sinf 2R cos(20) =
—Rsinf Rcosf —2R%sin(20)
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>0

~
= (—2R*sin 0sin(20) — 2R? cos 0 cos(26), 2R* cos 0 sin(20) — 2R*sin O cos(260), R )

>0

A~
(—2R?sin O sin(260) — 2R? cos 6 cos(26), 2R? cos 0 sin(20) — 2R*sin 0 cos(20), R )
n =
[15% < Gl
2m 1 o o
/Srot(H)-n:/O /O (2Rsin 6, 2R cos6,0) - n % x a—‘; dRdO = 0
|

z —X
Exemplo 49.2. H(z,y,z) = (m +,y, 212 + Z)

A
z

ZV

H=f+y

z —x
- 707
/ (x2 + 227 7 g2 4 z2>

9= (z,y,2)
f = (=1)x ralo da banheira em R? em torno do eixo dos yy.

_v $2y222
9=V 2273

classe Ct emR3

= ¢ é conservativo em R3.

2

1. Calcule o trabalho de H ao longo da elipse definida por 2(3:—1)2+yz =1,2=0,

percorrida no sentido horério para um observador colocado no ponto (1,0, 100).

]{HZ j{f + jl{g =04+0=0
E E E
~—~— ~—~

=0 porque E~1pontonodominiode f = =0porque e conservativo
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2. Calcule o trabalho de H ao longo da linha definida por 2% + 22 = 2,y + 2 = 1,
percorrida num sentido a sua escolha.

]{H:J(I{f—i— %g =2r4+0=—27
c c c
~~

=0 porque e conservativo

3. Serda H um gradiente no seu dominio?

Resposta: Nao! (7{ H # O).
c
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